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«Good ideas aren’t good unless they can be implemen-
ted. That's one of the lessons of Al today:
There are lots of good ideas. But the only way to tell
what is worth pursuing is to code it up and see what
happens. Al is awash in great ideas. What it needs is
more substance.»

Matthew L. GINSBERG
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Avant Propos

Les travaux que nous présentons constituent 1'un des thémes de recherche du
GDR-Chimie T.I.C.C.O. (Traitement Informatique de la Connaissance en Chimie
Organique). IIs ont été réalisés en collaboration avec la société SANOFI-CHIMIE,
et s'intégrent dans un projet qui a pour objectif de montrer les performances de
techniques de 1'Intelligence Artificielle comme |'apprentissage par similitude dans un
domaine d’application tel que la chimie organique et plus particuliérement la synthése
des molécules organiques.

Le théme principal de cette thése était, & 1’origine, la création d’un systéme capable
de déterminer et d’expliquer le caractere stratégique de certaines liaisons en synthése
organique. L'explication devait obligatoirement étre compréhensible par un expert
de la chimie organique. Le langage employé par ce dernier pour décrire des objets
de son domaine repose sur les formules moléculaires qui , trés souvent, peuvent étre
représentées par des graphes. Aussi était-il indispensable que le systéme manipule les
données sous une forme symbolique et plus particulierement qu’il utilise des graphes
étiquetés. L'une des opérations de base d’un tel systéme est la comparaison de deux
éléments e; et e; pour savoir si I’un est plus général que 'autre. Cette opération se
traduit en théorie des graphes par la recherche d’un isomorphisme entre e; et un
sous-graphe partiel de e;. Non seulement il est indispensable de pouvoir répondre
4 cette question, mais il faut aussi que cette réponse soit la plus rapide possible.
En effet, c'est cette opération qui prend globalement le plus de temps car elle est
appelée plusieurs millions de fois par le systéme. Face & un tel nombre, la résolution
du probleme de 1'isomorphisme de sous-graphes partiels (Iso-ssgrpartiel en abrégé) est
devenu I'un des problémes majeurs & résoudre. C'est pourquot j’ai consacré une partie
importante de mon temps a ce probleme. Cela explique que la moitié de ma thése lui



soit, en partie, dédiée. Cette premiére partie concerne aussi les réseaux de contraintes
car de nombreux algorithmes de ce domaine permettent de résoudre efficacement
Iso-ssgrpartiel.

Dans la seconde partie de ce document je propose un nouveau systéme d’ap-
prentissage conceptuel pour des données symboliques. Je présente aussi comment j’al
modélisé le probléme d’origine. Ces deux taches furent assez longues et difficiles. En
effet, il est délicat lorsque 1’on traite un probléme réel pour lequel il n'existe pas de
modélisation naturelle et quand on développe parallélement un systéme d’appren-
tissage basé sur la modélisation du probléme, de bien gérer les interactions entre la
modélisation et la conception du systéme.

Par ailleurs, je dois mentionner un grand absent de cette thése: le systéme
RESYN. Ce systéme a recu en 1993 un premier prix de I'innovation et de la recherche
délivré par 'A.D.E.R. L.R. (Association pour le Développement de I’Enseignement
et de la Recherche du Languedoc-Roussillon). J’ai eu le plaisir de participer & son
développement, tant pour la modélisation que pour la programmation. Notamment
j’ai implémenté son mécanisme de classification et bien sir 1’algorithme d’apparie-
ment de graphes. RESYN est détaillé dans la thése de P. Vismara [Vismara, 1995].
Cependant, pour ne pas décevoir le lecteur particuliérement intéressé, j’ai placé en An-
nexe un article en cours de soumission qui détaille le fonctionnement de ce systéme.
Mon travail a donné lieu a d’autres publications {Régin, 1994; Régin et al., 1994;
Bessiére and Régin, 1994a; Bessitre and Régin, 1994b; Bessiere and Régin, 1995;
Bessiére et al., 1995] qui ne sont pas données car elles sont intégrées dans le corps du
texte.

Pour terminer cet avant-propos, je tiens a préciser quelques conventions d’écri-
ture que j’ai choisies. J’ai employé, sauf dans les introductions et les conclusions des
deux parties, uniquement la premiére personne du pluriel afin de traduire un travail
d’équipe, mais aussi pour respecter une certaine homogénéité. En ce qui concerne
les algorithmes, le style employé est proche de ALGOL et n'est lié & aucun langage
particulier. Les parameétres en entrée sont précédés d’un «i» et ceux en entrée/sortie
d’un «i/o». Les commentaires sont encadrés par /* et */ comme en C.



Premiere partie

Isomorphisme de sous-graphes






Chapitre 1
Introduction

Pour présenter cette partie, j’ai décidé d’en raconter I'histoire afin de faire mieux
comprendre au lecteur pourquoi je ne me suis pas limite uniquement a 'étude du
probléme de l'isomorphisme de sous-graphes partiels (Iso-ssgrpartiel en abrégé) pour
les graphes moléculaires.

Dans un premier temps, je me suis, bien entendu, intéressé aux graphes molécu-
laires. Ces graphes sont assez particuliers puisqu'ils sont le plus souvent planaires et
puisque leurs sommets possédent des degrés trés faibles (la valence! du carbone vaut
4). Devant de tels graphes, la premiére question que Ion doit se poser concerne la
complexité théorique de lso-ssgrpartiel. Je montre dans le deuxitme chapitre que la
frontiére entre instances polyndmiales et instances NP-Complétes est maintenant as-
sez bien définie, mais que, malheureusement, le probléme est trés souvent NP-Complet
pour les graphes moléculaires. Sans rentrer dans le détail, c’est presque toujours vrai
deés 'instant ol 1'un des deux graphes posséde un cycle. Autant dire qu’en chimie
organique le probléme n’est pas facile (au sens polyndmial) & résoudre.

Il n’empéche que je restais persuadé, a ce stade, que bien que le probléme soit NP-
Complet dans le pire des cas, on devait avoir développé des algorithmes trés efficaces
en pratique pour les données de la chimie organique. En effet, les graphes considérés
ont une structure assez proche de celle des arbres et I'on connait des algorithmes po-
lynémiaux pour résoudre Iso-ssgrpartiel pour deux arbres. D’ailleurs, j’en présente un

1. La valence correspond, trés grossitrement, au nombre maximum de voisins que peut avoir un

sommet dans la formule moléculaire
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dans le troisiéme chapitre de cette thése. J'ai donc étudié les articles de la littérature
pour essayer de trouver un algorithme me satisfaisant. Bien que le probléme considéré
soit un probléme trés important de la théorie des graphes, il n’existe en fait que peu
d’algorithmes se proposant de le résoudre. Le premier que j’ai employé provenait de la
theése d'un chimiste ([Tonnelier, 1990)) et s’est trés vite avéré inutilisable. 11 fallait par-
fois attendre plus d’une demi-heure pour avoir la réponse pour des molécules courantes
ayant une quarantaine de sommets! Dans ces conditions il n’était pas question de I’uti-
liser dans mon systéme. Ceux que j’ai par la suite programmés ([Sussenguth, Jr., 1965;
Ullmann, 1976]) étaient bien meilleurs. En voulant les améliorer, j’ai compris que ces
algorithmes étaient d’une part équivalents et d’autre part qu’ils utilisaient, sans le
savoir, certaines techniques développées pour résoudre les problémes de satisfaction
de contraintes (CSP). Cela avait déja été mis en évidence par J.-J. McGregor [McGre-
gor, 1979). Je ne découvris ce papier, malheureusement, qu’aprés avoir fait ce constat.
Ces algorithmes ainsi que leur équivalence sont exposés dans le chapitre 3.

Comme il existe au LIRMM? une équipe étudiant les réseaux de contraintes, qui
sont la base des CSP, et puisque je trouve ce domaine passionnant, j'ai décidé d’y
consacrer une partie de mon temps. De plus, en améliorant les techniques dévelop-
pées pour résoudre les CSP, j'étais assuré de pouvoir résoudre mon probléme plus
rapidement. Je présente dans le chapitre 4 un bref état de 'art sur les réseaux de
contraintes.

Trés souvent, le systéme d’apprentissage demande s'il existe une solution & Iso-
ssgrpartiel pour deux graphes alors qu'il n’en existe pas. Je pouvais donc améliorer les
performances en temps du systéme en détectant plus rapidement l’inconsistance du
réseau de contraintes obtenu en modélisant Iso-ssgrpartiel. Dans ce cas la démarche
légitime est de s’intéresser aux procédures de filtrage dont le réle est de supprimer des
valeurs du domaine des variables qui ne peuvent apparaitre dans aucune solution. La
plus connue et la plus utilisée de ces méthodes est la consistance d’arc. Je me suis donc
plus particuliérement intéressé & celle-ci. Alors que j’essayais de particulariser 1'algo-
rithme optimal AC-4 [Mohr and Henderson, 1986] pour mon probléeme, C. Bessiére
et M-O. Cordier ont découvert un algorithme beaucoup plus performant en pratique:
AC-6 [Bessiere and Cordier, 1993; Bessitre, 1994]. Convaincu de l'intérét d’AC-6 par

2. Laboratoire d’Informatique de Robotique et de Micro-électronique de Montpellier.
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rapport aux algorithmes précédents j'ai collaboré avec C. Bessidre3. De cette colla-
boration, nous avons obtenu plusieurs résultats que je présente dans le chapitre 5.
Nous avons notamment réussi & prendre en compte la bidirectionnalité des contraintes
dans AC-6 sans modifier sa remarquable complexité en espace; c’est ainsi qu’est né
'algorithme AC-7. Ce résultat n’était pas évident puisque E. Freuder dans un ar-
ticle, présenté au méme Workshop que celui oli a été exposé AC-7, pensait que c'était
impossible [Freuder, 1994; Freuder, 1995). Plusieurs versions furent nécessaires pour
simplifier notre algorithme [Bessi¢re and Régin, 1994a; Bessi¢ére and Régin, 1994b;
Bessiére and Régin, 1995]. Je ne présente dans cette thése que la derniére version.

Parallélement & nos travaux, E. Freuder proposait de prendre en compte d’autres
connaissances sur les contraintes, comme la commutativité et la réflexivité des con-
traintes, afin d’améliorer les algorithmes de fermeture par consistance d’arc. Les tra-
vaux que nous avions entrepris indépendemment étant trés proches nous avons décidé
de collaborer. Encore une fois cette collaboration fut fructueuse puisqu’elle a abouti
4 une publication & 'IJCAI (Bessiére et al., 1995]. Dans ce papier, dont les idées
sont détaillées dans le chapitre 5, nous proposons un algorithme géneral achevant la
consistance d’arc en tenant compte de propriétés des contraintes: AC-Inférence. L’un
des inconvénients d’AC-Inférence est qu’il perd la faible complexité en espace d’AC-7.
Pour remédier en partie & ce probleme, nous avons introduit la notion de contraintes
identiques. AC-7 et AC-Inférence remettent en cause le schéma habituel des algo-
rithmes précédents, A savoir deux phases distinctes: une d’initialisation et une de
propagation. En effet nous montrons, de maniére expérimentale, qu'il est préférable
d’étudier immédiatement les conséquences de la disparition d'une valeur quand on
s’en apercoit pendant la phase d'initialisation. Pour finir le chapitre 5, je présente
une heuristique permettant de détecter les inconsistances plus rapidement.

L'idée communément admise pour résoudre les CSP est qu’il faut utiliser un fil-
trage puis un algorithme de type Forward-Checking, c’est-a-dire un backtrack avec un
filtrage trés réduit pour chaque niveau. Or je disposais d’algorithmes de consistance
d’arc performants, j'ai donc décidé d’aller & I’encontre de cette idée et d’employer
systématiquement la consistance d’arc pendant la procédure de recherche. Peu de
temps aprés, D. Sabin et E. Freuder publiait deux articles [Sabin and Freuder, 1994a;

3. Son bureau étant situé 4 10 metres du mien, cette collaboration n'en fut que plus facile.
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Sabin and Freuder, 1994b] renforcant ma démarche puisqu'lls montraient que MAC-
4 (pour maintien de la consistance d’arc avec AC-4) est souvent meilleur que le
Forward-Checking. Pour obtenir de bien meilleures performances, il fallait que j'ar-
rive & utiliser, pendant la recherche, AC-6, AC-7 ou AC-Inférence plutdt qu’AC-4. Ces
algorithmes sont plus difficiles & intégrer dans une procédure de recherche qu’AC-4 si
’on veut profiter pleinement de leurs performances. Je pense avoir réussi a atteindre
ce but comme le montre le chapitre 6 dans lequel je détaille les algorithmes MAC-6,
MAC-7 et MAC-Inférence.

Par ailleurs, une des contraintes qui pose le plus de problémes pour des cas réels
est la contrainte de différence. Elle exprime que les valeurs affectées 4 un ensemble
de variables doivent etre deux i deux différentes. Le célebre probléme des pigeons
est un exemple d’une telle contrainte. On retrouve ce type de contraintes dans Iso-
ssgrpartiel, puisque dans toute solution un sommet du <grand» graphe ne peut pas
étre apparié avec deux sommets du «petit» graphe. J’avais remarqué lors de |'étude de
Iso-ssgrpartiel pour deux arbres qu'il existait un lien étroit entre la notion d’injection
et la notion de couplage en théorie des graphes. L’étude de cette derniére notion
m’a permis de trouver un algorithme de complexité polynomiales faible achevant la
consistance d’arc généralisée pour les contraintes de différence. J'ai eu I'honneur de
présenter ces travaux au congrés AAAI en 1994. Dans le chapitre 7, je les détaille
et les étend en proposant un algorithme qui s’avére trés efficace pour résoudre iso-
ssgrpartiel.

Pour finir cette partie je présente dans le chapitre 8 deux approches pour résoudre
Iso-ssgrpartiel pour des graphes étiquetés.

Enfin, une annexe me semble particuliérement intéressante. Elle concerne les
ordres d’instanciation pendant la recherche de solution dans un CSP. Ce domaine
est trés difficile & appréhender. Néanmoins, je propose un nouvel ordre d’instancia-
tion; je donne un nouvel algorithme de calcul de la largeur minimum d’un graphe et
j'essaie de remettre en cause l’ordre le plus communément admis: le domaine mini-
mum. L’ordre présenté est dérivé de considérations générales et personnelles sur la
difficulté des CSP. Comme je n'ai pas trop voulu rentrer dans le détail et puisque je
me base essentiellement sur des expérimentations, J'a1 préféré mettre cet expose en
annexe.

Finalement et pour terminer cette introduction sur une satisfaction personnelle, je
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dira1 que le résultat que j’obtiens pour un benchmark classique de CSP (I'instance 11
des problémes d’affectation de fréquences a des noeuds de communication), 4 savoir
trouver une solution sans aucun backtrack?, me fais trés plaisir car j’ai gagné le
«concours* entrepris avec T. Schiex de I'INRA de Toulouse.

4. C’est le meilleur résultat obtenu pour ce probleme
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Chapitre 1. Introduction
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Chapitre 2
Présentation du probleme

L'isomorphisme de sous-graphes est un probléme fondamental en informatique.
C'est le premier probléme présenté dans le livre sur la complexité algorithmique de
Garey et Johnson [Garey and Johuson, 1979]. On le rencontre dans de nombreux do-
maines comme la reconnaissance des formes [Freuder, 1976; Cheng and Huang, 1981;
Wong, 1992; Vosselman, 1992}, la chimie organique [Sussenguth, Jr., 1965; Figueras,
1972; Barrow and Burstall, 1976; O’Korn, 1977; Tarjan, 1977, Wipke and Rogers,
1984a; Wipke and Rogers, 1984b; von Scholley, 1984; Willet, 1985; Willet et al., 1986;
Willet, 1987; Nicholson et al., 1987; Downs et al., 1988; Barnard, 1988; Armstrong
and Hibbert, 1989; Dengler and Ugi, 1991; Barnard, 1991; Barnard, 1993], 1a classi-
fication [Baader et al., 1992; Levinson, 1984; Levinson, 1992; Vismara et al., 1992;
Wilcox and Levinson, 1986]. Avec l'apparition de bases de données de graphes, on
peut sans risque penser qu'il continuera 4 étre étudié longtemps.

Depuis quelques années, on essaie de plus en plus d'utiliser une représentation
symbolique des données. Ce type de représentation s’appuie sur la théorie des graphes.
Trés souvent les relations d’ordres ou de préordres que I’'on a besoin de définir entre
les objets tirent parti de la représentation symbolique des ces objets. En général, ces
relations s’apparentent au probléme de 'isomorphisme de sous-graphes. Résoudre ce
probleme devient donc une nécessité si I’on veut pouvoir manipuler et organiser des
données sous une forme symbolique.

Les graphes que nous considérerons pourront avoir des sommets et des arétes
étiquetés. Cependant, afin de simplifier Pexposé, nous nous intéresserons dans cette
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partie uniquement aux graphes non étiquetés. Car ’étiquetage de sommets ou d’arétes
ne modifie pas en théorie la complexité de notre probléme. Nous introduirons au
chapitre 8 I'étiquetage des sommets et des arétes.

Comme le probléme de l'isomorphisme a fait I'objet de nombreux travaux dans
des disciplines trés différentes il n’y a pas d'unification des termes. C’est pourquoi
nous commencerons par donner une définition formelle de ce probléme en distinguant
particuliérement les notions de graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel.
Nous montrerons ensuite que ce probléme est NP-Complet dans le cas général et nous
présenterons quelques cas connus pour lesquels il existe des algorithmes permettant
de le résoudre en temps polyndmial.

2.1 Graphes et sous-graphes

Tous les graphes considérés seront, sauf mention particulitre, des graphes simples
non orientés. Cela ne constitue pas une restriction car la plupart des notions présentées
peuvent étre facilement utilisées pour des graphes orientés.

Les définitions qui suivent sont extraites des livres de [Berge, 1970], {Harary, 1969)
et [Gondran and Minoux, 1985].

Définition 1 Un graphe G = (X, E) est déterminé por la donnée de:

. un ensemble X dont les éléments sont appelés sommets.

« un ensemble E dont les éléments sont des paires de sommets appelées arétes.
Un graphe simple est sans boucle (aréte dont les eztrémités coincident) et ne posséde
jamais plus d’une aréte entre deuz sommels quelcongues.
Deuz sommets sont voisins ou adjacents s’ils appartiennent d la méme aréte. Les
deuz sommets d’une aréte sont appelés extrémités de Uaréte. L'ensemble des voisins
d’un sommet © est noté T'(z). Le degré d'un sommet z, noté deg(z), est le nombre

de ses voisins.

Un graphe simple non orienté est parfaitement déterminé par la donnée de ’en-
semble X de ses sommets et par 'application I', qui & tout élément de X fait cor-
respondre I'ensemble de ses voisins. On pourra noter un graphe simple non orienté
aussi bien G = (X,T) que G = (X, F). Dans la suite, et par abus de langage, nous
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emploierons le terme graphe pour graphe simple.

Définition 2

« Une chaine est une séquence (uy, ..., uy) d’arétes de G telles que chaque aréte
de lo séquence ait une eztrémité en commun avec l'aréte qui la précéde et l'autre
extrémité en commun avec 'aréte suivante. On peut également décrire une chaine par
une séquence de sommets (Z1,, T1y, .-, Tqy» Tqy) OTdOTIREE suivant la séquence d’arétes!
définissant la chaine. Une chaine est simple si elle ne contient pas deuz fois la méme
aréte. Une chaine qui n'utilise pas deuz fois le méme sommet est dile élémentaire.

« Un cycle est une chaine ne contenant pas deuz fois la méme aréte dans la
séquence et telle que les deuz sommets auz eztrémités de la chaine coincident?.

« Un graphe G est connexe si pour toule paire de sommets 2,y il eziste au moins
une chaine dans G qui relie T et y. L’ezistence d’une chaine entre deus sommets quel-
conques d’un graphe définit une relation d’équivelence sur les sommets de ce graphe.
Les classes d’équivalence de cette relation constituent les composantes connexes
du graphe.

« Un graphe conneze sans cycle est appelé un arbre. Un graphe non conneze

sans cycle est appelé forét.

Les notions de graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel ne sont pas
toujours bien distinguées dans la littérature. Le terme anglais subgraph désigne selon
les auteurs un sous-graphe ou bien un sous-graphe partiel. Afin qu'il n’y ait pas de
confusion, nous rappelons les définitions de ces termes.

Définition 3 Sotent G = (X, E) un graphe, Y un sous-ensemble de X et F un
sous-ensemble de E.

. Le sous-graphe® engendré parY est le graphe Gy dont les sommets sont les
éléments de Y et dont les arétes sont celles de G qui ont leurs deur extrémités dans
Y.

« Le graphe partielt engendré par F est le graphe ayant le méme ensemble de

1. z;, et z;, représentent les deux extrémités d'une aréte.

2. Cette définition s’entend 2 une permutation prés. En effet, si (e,b,c,d,a) est un cycle
(b,c,d,a,b) décrit le méme cycle.

3. subgraph induced by a given subset of vertices en anglais.

4. subgraph spanned by a given subset of edges en anglais.
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sommets X que G, et dont les arétes sont celles de F' (on élimine de G les arétes de
E -F)
o Le sous-graphe partiel® engendré par Y et F est le graphe partiel de Gy

engendré par F'.

Tl est indispensable de bien faire la distinction entre ces trois notions. La figure
2.1 illustre ces différences.

OO0 OIS

graphe particl sous-graphe sous-graphe partiel
{x,y] est suppnmée X est supprimé X et {u,v) sont supprimés

FI1G. 2.1 - Graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel d’un graphe

Intuitivement, & partir d’un graphe G = (X, E), on peut les voir de la maniére

suivante:

« un sous-graphe de G s’obtient en supprimant des sommets de G. Lorsque I'on
enléve un sommet z on retire aussi toutes les arétes dont I'une des extrémités est x.

« un graphe partiel de G s’obtient en supprimant des arétes de G. On ne supprime
aucun sommet.

. un sous-graphe partiel de G s’obtient en supprimant des sommets et des arétes
de G. On peut retirer du graphe ce que [l'on veut.

Tout sous-graphe est un sous-graphe partiel particulier, et tout graphe partiel est
un sous-graphe partiel particulier. La notion de sous-graphe partiel est donc plus
générale que les deux autres. Ce qui distingue fondamentalement ces concepts c’est la
modification du rapport d’adjacence entre les sommets (existence ou non d’une aréte
entre les sommets). Cela s’exprime par la propriété suivante:

Propriété 1 Soient G = (X, E) un graphe, G,y = (Y, Ey) le sous graphe de G
engendré par Y et G, = (X, F) le graphe partiel de G engendré par un sous-ensemble

5. subgraph ou partial subgraph en anglais.
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F non trivial® de E. Quels que sotent x et y de Y, les deux propriétés suivantes sont
vérifiées:

1 (x,y) € E & (z,y) € Ey

2 (z,y)eF=(z,y)€E
Dans le premier cas, on dit que le rapport d’adjacence est fortement préservé. Alors
que dans le second cas il est dit faiblement préservé.

Définition 4 Soient H = (Xg, Ey) et G = (X¢, Eg) deuz graphes:
« On appelle fonction qui préserve fortement Uadjacence de H dans G,
une fonction f : Xy — Xe telle que: Va,b € Xy : (a,b) € Eg & (f(a), f(b)) € Eq.
« On appelle fonction qui préserve faiblement l’adjacence, ou homo-
morphisme, ou morphisme, de H dans G, une fonction f : Xg — X¢ itelle que:
Va,be Xg: (a.,b) € Ey = (f(a),f(b)) € Eg.

Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme. Il est important de remarquer
que pour un homomorphisme on ne peut rien déduire de la présence d'une aréte dans
Eg pour la présence d’une aréte dans Eg. Par contre dans le cas de l'isomorphisme,
I’application est une bijection donc sa réciproque 1’est aussi et par conséquent 1’adja-
cence est fortement préservée. La définition de I'isomorphisme se déduit de celle du

morphisme:

Définition 5 Deux graphes H = (Xg, Ey) et G = (Xg, Eg) sont isomorphes s
et seulement s'il existe une bijection f : Xg — X telle que.
Va,b € Xy : (a,b) € Eg & (f(a), f(b)) € Eg.

On peut maintenant chercher s'il existe entre deux graphes donnés une relation de
sous-graphe, graphe partiel ou sous-graphe partiel. La recherche d’une de ces relations
peut étre vue selon deux points de vue différents. Soit on recherche une relation directe
entre G et H. Soit on recherche une relation entre I'un des graphes et un graphe
que contient ’autre. La maniére de poser ce probléme variant suivant le domaine
d’application notre présentation se fera selon ces deux points de vue.

6. Un sous-ensemble F' d'un ensemble E est non trivial s’il est différent de 'ensemble vide et de

E.
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2.1.1 Isomorphisme de sous-graphes partiels

Si 'on recherche une relation directe entre H et G, le probléme est celui de la
recherche d’un morphisme injectif de H dans G .

iso-ssgrpartiel(H, G) :

Données: G = (Xg, Eg) et H = (Xy, Ey) deux graphes.
Question : existe-t-il un morphisme injectif de H dans G?

L’autre possibilité consiste & rechercher une relation entre H et un sous-graphe
de G. Le probléme se raméne & celui de I'isomorphisme de sous-graphes partiels:

Iso-ssgrpartiel(H, G) :

Données: G = (Xg, Eg) et H = (Xy, Ex) deux graphes.

Question : G contient-il un sous-graphe partiel isomorphe a H, c’est-2-dire
un sous-ensemble X% de sommets et un sous-ensemble Eg; d’aretes tels
que |X%| = | Xul,|E5| = |Exl et il existe une bijection f : Xy — Xg
satisfaisant {u,v} € Eg ¢ {f(u), f(v)} € EG?

Dans la suite nous travaillerons avec le premier point de vue.

2.1.2 Isomorphisme de sous-graphes

Dans ce cas nous auront le probléme de la recherche d’une injection qui préserve
fortement ’adjacence de H dans G et celui de I'isomorphisme de sous-graphes.

Iso-ssgr(H,G):
Données: G = (X¢, Eg) et H = (Xu, Ey) deux graphes.

Question : existe-t-il une injection qui préserve fortement 1'adjacence de H
dans G?

Iso-ssgr(H, G) :

Données: G = (Xg, Eg) et H = (Xu, Ey) deux graphes.
Question: G contient-il un sous-graphe isomorphe & H, c’est-a-dire un
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sous-ensemble X/ de sommets tel que [X§| = |Xu| et |Eg) = |Enl, ot
% est ’ensemble des arétes de E¢ ayant leurs deux extrémités dans Xz,
et tel qu'il existe une bijection f : Xy — X} satisfaisant {u,v} € Ey &

{f(u), f(v)} € EG?

Les problémes que nous avons considérés sont des problémes de décision. La ré-
ponse & ces problémes appartient & {OULLNON} ou {VRALFAUX]}. L’objectif de
ces problémes est la recherche de I’existence d'une fonction particuliére entre deux
graphes. Si par contre on désire connaitre cette fonction, on dira que I'on recherche
un plongement de H dans G:

Définition 6 Soient G et H deux graphes, si H est isomorphe 6 un sous- graphe
partiel G' de G, alors isomorphisme ¢(H) = G’ est appelé plongement” de H
dans G et 'image d’un sommet h de H par l'isomorphisme est appelé appariement
de h.

2.2 Complexité du probleme

Nous allons rappeler que le probléeme est NP-Complet dans le cas général. Ensuite
nous essayerons d’estimer la frontiére entre les classes d'instances polynomiales et
celles NP-Complétes. Nous présenterons, alors, un type de graphe trés particulier
pour lequel Iso-ssgrpartiel est NP-Complet tandis que Iso-ssgr est polynomial.

2.2.1 NP-Complétude du probléeme

D’apres [Garey and Johnson, 1979] p.105, le probléme de I'isomorphisme de sous-
graphe, partiel ou non, est classé dans le cas général comme étant NP-Complet. En
effet le probléme de I’isomorphisme de sous-graphes est équivalent au probléme de la
recherche d’une clique de taille £ dans un graphe. Nous allons détailler cette équiva-
lence car certains auteurs utilisent la recherche de clique pour résoudre le probléeme
de I'isomorphisme de sous-graphe.

7. Plongement est une traduction du terme anglais embedding.
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Avant tout nous rappelons quelques définitions (le lecteur trouvera un excellent
exposé sur les problemes NP-Complets dans le livre de [Garey and Johnson, 1979],
et notamment page 35 les définitions suivantes):

Définition 7 Sotent P et Q deuz problémes de décision, @ se réduit polynomia-
lement en P s%l existe une fonction g calculable en un temps polynomaal telle que
pour toute solution T de P, y = g(z) soit solution de Q.

On appelle g fonction de réduction.

Si Q se réduit polynomialement & P, alors si ’on sait résoudre P on sait aussi
résoudre Q. Cela signifie donc que P est au moins aussi difficile que Q.

Propriété 2 Si P est réductible & Q et si Q est réductible @ P alors les deur pro-
blémes sont dits équivalents.

Le probléme de la recherche d’une clique (cad un sous-graphe complet) de taille
k dans un graphe est le suivant:

Clique(G, k) :

Données: Soient G un graphe et £ un entier.
Question: G contient-il une clique de taille k7

Il apparait clairement que le probléme de la recherche d’une clique de taille k se
réduit polynomialement au probléme de l'isomorphisme de sous-graphe, partiel ou
non. Comme Clique est NP-Complet, Iso-ssgr 1’est aussi. Pour les raisons que nous
avons exposées précédemment, nous allons présenter une réduction de lIso-ssgr en
Clique, c’est-a-dire exhiber une fonction calculable en temps polynomial qui permet
de passer d’une solution de Clique & une solution Iso-ssgr. Que ce soit pour le cas
partiel ou pour le cas non partiel, la démonstration s'appuie sur la construction d'un
graphe produit des deux graphes. La définition de ce graphe differe légérement selon
le probléme traité.

2.2.2 Cas non partiel

A partir d’une instance du probleme de I'isomorphisme de sous-graphes partiels,
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on peut construire un graphe particulier nommé graphe produit d’adjacence forte®.

Définition 8 Le graphe produit d’adjacence forte de deuz graphes H = (X, Ey)
et G = (Xg, Eg) est noté Hx G et il est défini par le graphe H x G = (Xuxe, Enaxe)
ou:

« Vensemble de sommets Xpxc est égal au produst cartésien de Xg par X¢g:
X HxG = X HX XG.

« l'ensemble d’arétes Exxa, 06 {(z#,Za), (¥r ¥6)} € Enxc 5t et seulement st
Ty # yn €t Te # Yo et l'une des deus propriétés suivantes est vraie:

1 {zn,yn} € Ex et {z6,¥c} € E¢

2 {zm,yn} € En et {z6,yc} & Ec-

La proposition suivante nous fournit I’équivalence recherchée:

Proposition 1 Soient G = (Xg, Eg), H = (Xg,En) deuz graphes et H X G le
graphe produit d’adjacence forte de H par G, alors:

& toute clique de taille |Xy| du graphe H x G corvespond une injection de H dans G
qui préserve fortement l'adjacence, et réciproguement.

preuve:

Considérons Kix,; = {(hi»91)s - (h"lxﬂpgﬂxun)} une clique de taille
|X#| du graphe H x G. D'aprés la construction de ce graphe: Vp,q de
14 |Xg|etp#gqona: h;, # hi et g;, # 9;,- Aussi la fonction de Xpg
dans X qui fait correspondre gj, & h;, est une injection. D’apreés les pro-
priétés 1 et 2 de construction du graphe produit, elle préserve fortement
I’adjacence. La réciproque est évidente. ©

2.2.3 Cas partiel

On construit de maniére analogue au cas non partiel un graphe produit d’adja-
cence faible.

Définition 9 Le graphe produit d’adjacence faible de deuz graphes H = (Xg, Ey)
et G = (X, Eg) est noté H®G et définit par le graphe H x G = (Xnec, Enga) 0t:

8. Ce graphe est parfois appelé graphe de compatibilité.
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« U'ensemble de sommets Xpec est égal au produst cartésien de Xy par X¢:
Xnec = Xn % Xg-

« l'ensemble d’arétes Eyga, ot {(zn,zc), W ve)} € Engc st et seulement si
Ty # yp et Tg # Yo et U'une des deuz propriétés suwvantes est vrase:

1 {zy,yg} € Eg et {:L‘G,‘yg} € Eg

2 {zn,yu} € En.

La proposition suivante nous fournit 'équivalence recherchée:

Proposition 2 Soient G = (Xg, Eg), H = (Xu,En) deuz graphes et H® G le
graphe produit d’adjacence faible de H par G, alors: )

& toute clique de taille | Xy| du graphe H ® G correspond un monomorphisme de H
dans G, et réciproquement.

Le probléme est donc NP-Complet dans le cas général. Nous allons maintenant
nous intéresser aux classes d’instances pour lesquelles le probléme est polynomial.
Nous donnerons ainsi une idée de la frontitre entre les classes d’instances «faciles» et
celles «difficiles».

2.2.4 Frontiére entre classes d’instances polynomiales et classes

d’instances NP-Complétes

La difficulté du probléme peut étre caractérisée en fonction des propriétés de G
et de H.

G et H sont des arbres

Si G et H sont des arbres (graphes connexes ne contenant pas de cycle), alors le
probléme est polynomial. Matula [Matula, 1978] et Moon Jung Chung [Moon Jung
Chung, 1987] ont proposé un algorithme en O(ng’ng). Si I'on modifie légérement la
structure de G et de H nous allons avoir une premiére idée de la frontiére entre les
classes d’instances polynomiales et celles NP-Complétes.

Qu’en est-il de complexité du probléme si I'on impose qu'un seul des deux graphes

soit un arbre?
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Seul G est un arbre

Considérons, dans un premier temps, que G est un arbre. Le seul cas non trivial
et non encore traité est celui od H est une forét (graphe non connexe dont chaque
composante est un arbre). [Garey and Johnson, 1979] montrent, page 105, que ce
probléme appelé isomorphisme de sous-foréts est NP-Complet.

Seul H est un arbre

Considérons maintenant que H est un arbre. Dans ce cas Iso-ssgrpartiel contient
un probléme classique de la théorie des graphes: la recherche d’une chaine hamilto-

nienne dans un graphe.

Chaine-hamiltonienne(G) :

Données: G = (X, E) un graphe.
Question : G contient-il une chaine hamiltonienne, c’est-a-dire une chaine
qui passe une et une seule fois par chaque sommet de X ?

[Garey and Johnson, 1979] montrent (pages 56-60) que ce probleme est NP-
Complet. Donc si G est un graphe et si H est une chaine, alors Iso-ssgrpartiel reste
NP-Complet.

G et H sont planaires

Une classe particuliére de graphe pour laquelle de nombreux problémes se ré-
solvent en temps polynomiaux et qui se rencontre souvent dans les applications
réelles a fait 1’objet de nombreux travaux. Elle est constituée des graphes planaires.
Le probléeme de l'isomorphisme de graphes, non classé dans le cas général, est po-
lynomial pour les graphes planaires [Hopcroft and Tarjan, 1980]. Malheureusement,
Iso-ssgrpartiel est NP-Complet pour ces graphes. En effet le probléme de la recherche
d’'une chaine hamiltonienne reste NP-Complet pour ce type de graphe [Garey et
al., 1976). Néanmoins, pour certains graphes planaires particuliers, Iso-ssgr devient
polynomial. Aussi surprenant que cela puisse paraitre, Iso-ssgrpartiel demeure NP-
Complet pour ces graphes. L'un des themes de recherche actuel est de détermi-
ner la famille maximale de graphes planaires pour lesquels Iso-ssgr est polynomial
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[Lingas and Syslo, 1988]. Deux types de graphes planaires pour lesquels le pro-
bléme est polynomial sont connus: les graphes 2-connexes outerplanar®[Syslo, 1982;
Lingas, 1986] et les graphes 2-connexes serie-paralléle [Lingas and Syslo, 1988]. Le
premier type est en fait une spécialisation du second.

La frontitre entre classes d'instances polynomiales et classes d’'instances NP-
Complétes peut donc &tre déterminée en fonction de la connexité, de la présence
de cycle et de la planarité.

Pour Iso-ssgrpartiel nous avons la proposition:

Proposition 3 Soient G et H deuz graphes non ortentés qui ne sont pas des chaines.
Si les trois propriétés suivantes sont vraies alors Iso-ssgrpartiel{ H, G) se résout en
temps polynomial, sinon lso-ssgrpartiel{H, G) est NP-Complet.

+ H est conneze,

« H est sans cycle,

« G est sans cycle.

Cette frontitre est différente pour lso-ssgr comme le montre la proposition sui-

vante:

Proposition 4 Soient G et H deux graphes non ortentés qui ne sont pas des chaines.
Iso-ssgr(H, G) est NP-Complet si l'un des deuz cas suivants est vrai:
« H n’est pas conneze,
« G n'est pas planaire®®.
Iso-ssgr(H, G) se résout en temps polynomial st l’une des propriétés suivantes est vrai:
« Iso-ssgrpartiel( H, G) se résout en temps polynomaal,
« H est 2-conneze serie-paralléle et G est 2-connexe serie-paraliéle.

2.3 Conclusion

Iso-ssgrpartiel est le plus général des problemes d’isomorphisme de sous-graphes.
Clest aussi le plus difficile. En effet méme pour des graphes connexes, il suffit, dans
le cas général, que 1'un des deux graphes posséde un cycle pour que le probleme soit
NP-Complet.

9. Les graphes outerplanars et serie-paralltles sont définis en annexe.
10. Si G n’est pas planaire, alors il posséde au moins un cycle.
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Chapitre 3

Rapide survol des difiérentes

techniques de résolution

En reconnaissance des formes, I'isomorphisme de sous-graphes a été abondamment
étudié dans les années 1970 et au début des années 1980. Ces études étaient motivées
par le désir de retrouver des objets dans des images. Malheureusement les temps de
calculs se sont avérés trop longs pour que ces méthodes puissent étre employées en
pratique. C'est pourquoi certains se sont orientés vers des méthodes approximatives
[Shapiro and Haralick, 1981). Cependant l'idée d’une recherche exacte n'a jamais été
totalement abandonnée, on trouve encore récemment des publications sur ce sujet
[Wong, 1992].

En apprentissage, les données de type symbolique sont souvent représentées par
des graphes. De plus, il est nécessaire de disposer d’une fonction qui permette de
comparer deux objets, afin de savoir si I'un est plus général que l'autre. Autrement
dit, il faut résoudre lso-ssgrpartiel.

Par ailleurs ce probleme a toujours intéressé les chimistes. En effet, disposant
d'énormes bases de données de molécules (5 & 6 millions d’éléments), ils souhaitent
pouvoir connaitre I’ensemble des molécules qui possédent une sous-structure parti-
culitre. Comme les formules moléculaires peuvent atre représentées par des graphes
dont les sommets et les arétes sont étiquetés, on voit facilement le lien avec notre
sujet.

Nous distinguerons deux parties importantes, l'une sera consacrée aux principes
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des algorithmes qui permettent de résoudre les cas polyndmiaux, tandis que l'autre
studiera les méthodes de résolution du probléme dans le cas général, c’est-a-dire lors-
qu'il est NP-Complet. Dans la premitre partie de ce chapitre et dans le chapitre 7 de
cette these, nous utiliserons la théorie des couplages; c’est pourquoi nous commence-
rons par introduire quelques définitions de ce domaine.

3.1 Présentation de la théorie des couplages

La théorie des couplages a été introduite pour résoudre les problémes d’affectation
[Berge, 1970):

»Dans une entreprise il y a p personnes et ¢ taches a effectuer. Une per-
sonne est qualifiée pour exécuter certaines taches. Le probléme est d’af-
fecter chaque personne & une tache, de telle fagon que deux personnes ne
soient pas affectées  la méme téche.”

Définition 10 Etant donné un graphe simple G = (V, E) non orienté, un couplage
est un sous-ensemble d’arétes M C E tel que deuz arétes quelcongues de M ne soient

pas adjacentes.

Le nombre d’aréte d’un couplage est appelé cardinalité du couplage. Un cou-
plage maximum est un couplage de cardinalité maximum. Un couplage M couvre
ou sature un ensemble X de sommets, si tout sommet de X est l’extrémité d’une
ardte de M. Les sommets qui ne sont pas une extrémité d'une aréte d’'un couplage
M sont dits insaturés par M ou M-insaturés.

Nous limiterons notre étude aux couplages dans les graphes bipartis

Définition 11 Un graphe est biparts si l'ensemble de ses sommets V peut étre part:-
tionné en deuzr sous-ensembles X et Y de telle sorte que, pour toute aréte (i,j) € E
on ait:

(i) ieX=>jeY

(1) ieY = j€X.

Pour un graphe biparti G = (X, Y, E), un couplage couvrant X est appelé cou-
plage de X dans Y. La figure 3.1 présente deux graphes bipartis, pour le premier le
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couplage maximum couvre X tandis que pour le second le couplage maximum laisse
des sommets insaturés dans chacune des partitions.

Les arétes en geas représentent les couplages

FiG. 3.1 - Ezemples de couplages mazimum pour des graphes bipartiis.

Pour résoudre les problémes d’affectation, on construit un graphe biparti G =
(P, T, E), ou P représente I’ensemble des personnes, T 'ensemble des téches et ol il
existe une aréte (p,t) si et seulement si la personne p est qualifiée pour la téche 2.
Résoudre le probléme revient a rechercher dans G un couplage de cardinalité p.

Si I'on imagine des variables a la place des personnes et des valeurs a la place
des taches, alors nous pourrons résoudre les problémes d’affectation de variables avec
des valeurs différentes. La cardinalité du couplage maximum nous donnera le nombre
maximum de variebles qui peuvent étre affectées simultanément 2 des valeurs diffé-
rentes. Si le couplage couvre I’ensemble X des variables, cela signifie que l'on peut
affecter une valeur différente a chaque variable du probleme. 11 y a donc un rapport
étroit entre la notion de couplage couvrant un ensemble et une injection.
Comme le probléme de I'isomorphisme de sous-graphe est équivalent a la recherche
d’une injection possédant certaines propriétés, on voit donc bien le lien avec notre
probléme.

La notion de couplage apporte donc une autre vision pour la modélisation du
probléme. Elle permet aussi une résolution plus aisée car le calcul d’un couplage
maximum pour un graphe s'effectue en un temps polyndmial. En effet la recherche
d’un couplage maximum dans un graphe biparti est une application particuliere du
probléme du flot maximum. Des algorithmes indépendants ont été trouvés mais Even
et Tarjan [Even and Tarjan, 1975] ont montré que tous les algorithmes développés
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spécialement pour ce probléme se déduisaient des algorithmes sur les flots soit de Ford
et Fulkerson [Ford and Fulkerson, 1962], soit de Dinic [Dinic, 1970). L’algorithme
le plus connu et certainement le plus utilisé est 1’algorithme de Hopcroft et Karp
[Hopcroft and Karp, 1973, dont la complexité dans le pire des cas est O(m+/n), pour
un graphe biparti de m arétes et n sommets. Mais le meilleur algorithme est dd a Alt,
Blum, Melhorn et Paul [Alt et al., 1991] qui est en O(n'®/m/logn). Cet algorithme
utilise une structure de données astucieuse qui permet de réduire la complexité dans
le pire des cas de I’algorithme précédent. La réduction peut aller jusqu'a un facteur
J1ogn pour les graphes denses. Mais il n’est pas certain qu’en moyenne cela soit aussi
vrai, ¢’est pourquoi nous nous baserons uniquement sur celui de Hopcroft et Karp.
Nous allons nous attarder un peu sur la complexité de ce dernier algorithme, car elle
est souvent présentée sous des formes différentes ce qui préte a confusion.

La complexité C dans le pire des cas s’exprime de maniére plus précise par
O(m+/3) ol m est le nombre d’arétes du graphe et s la cardinalité du couplage maxi-
mum. Pour un graphe biparti G = (X,Y,E), C sera en O(|E| x ‘/mz'n(IX I, 1Y)
Supposons que X ait moins d’éléments que ¥ et notons leurs cardinaux respective-

ment par ny et ny, alors C pourra étre exprime par:
O(myfix) < Oniny).
Nous considérerons dans la suite que la fonction CALCULCOUPLAGEMAX(G) re-

tourne un couplage maximum du graphe G.

3.2 Principe des algorithmes polynémiaux

Nous avons décidé de présenter de maniére détaillée I'algorithme de lso-ssarbre
pour permettre & des utilisateurs non familiers du domaine de les implémenter faci-
lement. Ce choix se justifie d’autant plus que les deux articles sur lesquels nous nous
sommes appuyés sont d’un abord assez difficile. En effet I'article de Matula [Matula,
1978] est trés complexe et celui de Moon Jung Chung [Moon Jung Chung, 1987] pré-
sente 1'algorithme de résolution de Iso-ssarbre comme une dérivation possible de celui
qu'il propose pour résoudre le probléme de I’homéomorphisme d’arbre.

Que ce soit pour les arbres ou les graphes outerplanars ou serie-paralléles, les
algorithmes font appel aux mémes techniques. La méthode de résolution utilisée est
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toujours la programmation dynamique.

Le probléme Iso-ssarbre initial se décompose récursivement en une collection de
sous-problémes Iso-ssarbre pour des arbres plus petits. Ces sous-problemes, pris dans
un ordre approprié, peuvent étre résolus par la recherche d'un couplage maximum
dans un graphe biparti.

Aprés une présentation détaillée I’algorithme pour les arbres possédant des racines,
nous donnerons les principes de 'algorithme de méme complexité qui permet de

traiter Iso-ssarbre pour des arbres sans racines.

3.2.1 Arbres avec racines

L’algorithme exposé est inspiré de [Matula, 1978] et [Moon Jung Chung, 1987]. It
détermine si un arbre P, muni d’une racine r est un sous-arbre d’un arbre G~ muni
d'une racine ©' sans nécessairement faire coincider les racines. Sur la figure
3.2, toute fonction de collage de P, dans Gy associe a & o, tandis que toute fonction
de collage de Qg+ dans G n’associe jamais a” & @'

a a

I I

b b’

| . |

c a c

I I |

d b" d’
A 2
e f /T" = i
g/ h da’ e’ !g' W7

" 5
Pa Qa” Ga‘

FIG. 3.2 - Deut sous-arbres d’un arbre.

Par cohérence avec les algorithmes qui suivront dans cette these, nous avons fait
le choix de présenter un algorithme qui cherche & déterminer les sommets de P qu
peuvent étre appariés avec les sommets de G, contrairement & tous les algorithmes
proposés jusqu'a maintenant qui raisonnent & partir des sommets de G,.
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De maniére informelle nous pouvons donner les principes de 'algorithme & partir
des deux arbres Gy et P, de la figure 3.3.

a!

b’ c b c

FIG. 3.3 - Un ezemple du probléme de l'isomorphisme de sous-arbres.

Les sommets de P, sont étudiés «en largeur» des feuilles vers la racine. Un noeud
p de P, peut étre apparié avec un noeud g de Gy si les fils de p peuvent s’apparier
simultanément avec les fils de g, c’est-a-dire que ’on doit pouvoir apparier chaque
fils de p avec un fils différent de g. Le but est donc de pouvoir apparier la racine de
P, avec un sommet de Gy .

Les feuilles de P,, puisqu’elles n’ont pas de fils, peuvent s’apparier avec n’importe
quel sommet de G Ainsi b, d et e peuvent g'apparier avec les valeurs o', V', ¢, d', €, f'.
On étudie ensuite les sommets dont les appariements sont connus pour I’ensemble de
leurs fils. Dans notre exemple seul ¢ remplit cette condition. ¢ peut étre apparié avec
un sommet g de G, s'il est possible d’apparier simultanément les fils de c avec les
fils de g. Pour résoudre ce probléme de simultanéité, on construit un graphe biparti
dont les ensembles de sommets sont les fils de c et les fils de g. Un fils f. de c est relié
a un fils f, de g si et seulement si f peut &étre apparié avec f;. Un couplage de ce
graphe biparti saturant I’ensemble des fils de c garantit qu’on peut apparier les fils
de ¢, chacun avec un fils de g différent. Si un tel couplage existe, alors ¢ pourra étre
apparié avec g, sinon il ne le pourra pas. Dans notre exemple nous trouvons que ¢
peut étre apparié avec b’ ou a', mais pas avec ¢. La figure 3.4 présente les graphes
bipartis obtenus lors de cette recherche.

Si I'on répéte l'opération précédente pour tous les sommets dont les fils ont éte
étudiés. alors on rencontrera 'une des deux possibilités suivantes: soit un sommet de
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Y8 T ?
8 e

filsdec filsde b’ filsdea’

c peut &tre apparié avec b’ eta’ ¢ ne peut pas étre apparié avec ¢’

FIG. 3.4 - Appariements possibles et impossibles.

P, ne peut étre apparié avec aucun sommet de Gy et dans ce cas P, n’est pas un
sous-arbre de G, soit on peut apparier la racine de P, avec un sommet de G (pas
nécessairement la racine) et P est un sous-arbre de Ggr.

Dans notre exemple nous arriverons & apparier a avec a’, donc P, est un sous-arbre
de G,,,t.

La présentation qui suit maintenant est plus formelle. Nous considérerons que
Gy = (Xg,Eg,7') et P, = (Xp, Ep, r) sont deux arbres orientés & partir de leur
racine.

Un sommet y est un descendant d’un sommet = s'il existe un chemin de z & y.
I'ensemble des descendants d’un sommet z est noté D(z). F(z) désigne 'ensemble
des fils d’un sommet z. G, (g) représente le sous-arbre de Gy engendré par ’ensemble
de sommets {g} U D(g). Pour chaque sommet p de F on définit par S"(p) ’ensemble
des sommets g de Gy tel que le sous-arbre de P, engendré par p est un sous-arbre du
sous-arbre de G, engendré par g. Formellement nous avons:

S"(p) = {g € Xc tel que 3 un morphisme injectif m : P.(p) = Gr(g) avec m(p) = g}

Si S*(r) est non vide alors Py(r) est isomorphe a un sous-arbre de G-. Le but de
notre algorithme est donc de calculer Sr(r).

Etant donné deux arbres P.(p) et Gr(g) on peut leur associer un graphe biparti
B, , = (F(p)UF(g), E) ot deux fils f, et f, sont reliés s'il existe un morphisme m de
P.(f,) dans Gy (f,) qui associe ces deux fils (m(f,) = f,)- De maniére plus formelle
cela s’écrit :

(for fo) E E & fy € 5"(f)



34 Chapitre 3. Rapide survol des différentes techniques de résolution

Nous pouvons maintenant introduire la proposition centrale sur laquelle s’appuie
I'algorithme et qui va nous permettre de construire les ensembles S"(p)

Proposition 5 (Moon Jung Chung, 1987) g € 57 (p) & 1l existe un couplage
saturant F(p) dans By .

preuve:

=>: évident.

&: D'aprés la construction des arétes de By, un couplage saturant F(p)
définit une injection i de F(p) dans F(g) avec i(fp) = fy & f3 € S7(fp).
Or f, € S'(f;) signifie qu'il existe un morphisme my, s, de F,(fp) dans
Gy (f,) tel que m(fy) = fo. Comme F, et G, sont deux arbres, on peut
définir une fonction h de P,(p) dans G,(g) telle que:

+hip) =9
Vs € F(p) : h(s) = i(s)

« Vs € D(f,) avec f, € F(p) : h(s) = my,iz,)(5)
h un morphisme, donc g € ST(p) ©

D’aprés la construction du graphe biparti, nous avons immédiatement un algo-
rithme récursif. Il est plus intéressant de le présenter de maniére itérative en com-
mengant par les feuilles (cf. algorithme 1.

La complexité de CALCULS repose sur la complexité de la construction d’'un graphe
biparti et du calcul d’un couplage maximum dans ce graphe. Pour deux sommets p
et g le cout de la construction d’un graphe B, est en O(F(p)F(g)). La recherche
d’un couplage saturant F(p) dans ce graphe est en O(|F(9)||F(p)|*®). La complexité
de CALCULS est donc en O(T ex, |F(9)||F(2)]"5).

La complexité de SOUSARBREAVECRACINE est donc en:

O(Spexr Tocx, IF@IFE)'F) < Olngng®

3.2.2 Arbres sans racines

A partir de lalgorithme précédent, on peut résoudre facilement le probleme pour
les arbres sans racines en fixant une racine arbitraire pour G et en essayant succes-
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Algorithme 1 Algorithme de résolution du probléme de I'isomorphisme de

sous-arbres.

SOUSARBREAVECRACINE(i Gy, P;) : booléen
Vp € Xp : ST(p) + @; marque(p) « faux
Vp feuille de Xp : S™(p) « Xg; marque(p) + vrai
pour chaque p € Xp tel que — margue(p) et Vfp € F(p) : margue(f,) faire
CALCULS(S"(p),r,p,Gr)
|_ margue(p) « vrai
si S7(p) = @ alors retourner faux
sinon retourner vrai

CALCULS(io 5" (p), i 7,2, Gv)
pour chagque g € X¢ faire
CONSTRUIRE(Bp,g)
m + CALCULCOUPLAGEMAX(By,)
si |m| = |F(p)| alors AJOUTER(g, 5" (p))

sivement tous les sommets de P comme racine. L'idée de Matula et de Moon Jung
Chung est de choisir intelligemment une nouvelle racine en prenant un sommet voisin
de la racine courante.

Supposons que I'algorithme précédent ait été appelé pour 'arbre P avec a comme
racine (cf figure 3.5). Considérons maintenant b comme nouvelle racine.

On remarque que seule I'orientation d’une aréte a été changée. Celle de l'aréte
entre a et b, c’est-a-dire entre I’ancienne et la nouvelle racine. Par rapport a l’algo-
rithme des arbres avec racine cela signifie que si une nouvelle racine b est choisie parmi
les voisins de la précédente racine a alors on a besoin de recalculer uniquement 5*(a)
et S8(b) car pour tous les autres sommets T on a 5%(z) = S%(x). On peut garantir le
choix d’une nouvelle racine voisine de la racine précédente par un parcours en profon-
deur de I’arbre. Cette jolie idée va permettre d’obtenir la méme complexité dans le pire
des cas pour les arbres sans racines qu’avec les arbres avec racines. Matula et Moon
Jung Chung montrent en utilisant une propriété des couplages® qu’il est possible de

1. Nous ne détaillerons pas cette propriété ici car il nous a semblé qu’elle sortait du cadre de cette
thése. Elle est clairement expliquée dans [Moon Jung Chung, 1987].
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seul I’arc (a,b) a changé de sens

.k
e
L
st
an®
SO0

c d e i c d e
ATA | ATA
f g h j f g h

a est racine b est racine

FIG. 3.5 - Deuz orientations possibles pour le méme arbre.

savoir si un sommet g de X appartient aux ensembles S=(r) pour tous les voisins z de
r avec une complexité dans le pire des cas en O(|T'(r) u{r}|*5|F(g)|). Donc les calculs
des ensembles S(r) pour tous les voisins z de r se feront en O(|IT(r)u{r}|"*mg) qui
est équivalent 3 O(|T(r) U {r}|*®*n¢). Comme cette opération peut étre répétée avec
tous les sommets de P comme racine, la complexité de 1'algorithme pour Iso-ssarbre
sans racines est donc en O(np’ng).

Cette complexité est remarquable car elle est semblable & celle de la recherche
d’un couplage maximum dans un graphe biparti ayant des ensembles de sommets
de taille nx et ny. D’autre part on peut remarquer que toute amélioration de la
complexité pour le calcul d'un couplage maximum dans un graphe biparti entrainera
une réduction de la complexité de cet algorithme.

3.3 Résolution de I'isomorphisme de sous-graphe
dans le cas général

On peut considérer que le probleme a été traité selon deux approches différentes:

1. Une approche basée sur la recherche de cliques maximales.

9. Une approche centrée sur 'emploi de méthodes de filtrage encore appelée re-
laxation, combinées & des algorithmes d’énumération de I'espace de solution.

Nous ne désirons pas faire un état de l'art, mais plutdt présenter les idées les
plus marquantes du domaine. Le lecteur particulidrement intéressé par ce sujet pour
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les graphes moléculaires en chimie organique peut consulter les travaux récents de
Barnard [Barnard, 1988; Barnard, 1991; Barnard, 1993).

En ce qui concerne la premiére approche nous présenterons les travaux de Ton-
nelier [Tonnelier, 1990). Il utilise 1a réduction que nous avons présentée au chapitre
précédent (cf. paragraphes 2.2.2 et 2.2.3) mais en utilisant le graphe représentatif des
arétes du graphe d’origine.

Pour la seconde approche, nous respecterons ['ordre chronologique en présentant
les travaux de Sussenguth [Sussenguth, Jr., 1965] et ceux de Ullmann [Ullmann,
1976). Nous montrerons 1’équivalence entre la procédure de filtrage de I’algorithme
de Ullmann et celle de Sussenguth, qui a pourtant été écrite 12 ans pius t6t.

L'article de McGregor [McGregor, 1979] est peut &tre le plus important car il
montre que le probléme que l’on tente de résoudre peut se mettre trés facilement sous
la forme d’un probléme de satisfaction de contraintes, ce qui va permettre d'utiliser les
techniques trés performantes qui sont disponibles dans ce domaine. La presentation
de cet article et des problémes de satisfaction de contraintes sera le théme du chapitre

suivant.

3.3.1 Résolution par recherche de cliques maximales

Tonnelier propose dans sa thése [Tonnelier, 1990] une méthode de résolution qui
utilise la réduction de Iso-ssgrpartiel & Clique. L'originalité de son approche est 1'uti-
lisation de graphes aux arétes?.

Définition 12 Le graphe aux arétes ou graphe représentatif des arétes d’un
graphe G = (X, E) est un graphe noté L(G), dont les sommets représentent les arétes
de G, deuz de ces sommets étant joints si les deux arétes qu’ils représentent ont une

extrémité commune dans G.

La figure 3.6 donne un exemple de graphes aux arétes.

Comme une aréte d’un graphe correspond & un sommet de son graphe aux arétes,
on peut envisager de transformer le probléme Iso-ssgrpartiel(H,G) en
Iso-ssgr(L(H), L(G)). Mais le passage d’un graphe au graphe représentatif de ses
arétes n'est pas bijectif. De ce fait un isomorphisme de sous-graphe pour le graphe

2. Le graphe aux arétes est une notion classique de la théorie des graphes
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c

F1G. 3.6 - Un graphe et le graphe représentatif de ses arétes.

aux arétes ne correspond pas toujours & un isomorphisme de sous-graphe partiel pour
les graphes initiaux. Nicholson [Nicholson et al., 1987] a exhibé le théoréme suivant
qui va permettre de lever cette ambiguité.

Théoréme 1 Soient H et G deuz graphes et m une injection préservant fortement
l'adjacence de L(H) dans L(G). Si m ne contient pas d’échange triode-triangle, alors
on peut déduire de m un morphisme injectif m' de H dans G.

La figure 3.7 donne un exemple de triode et de triangle.

Définition 13 On dit qu’une injection qui préserve fortement l'adjacence de L(H)
dans L(G) contient un échange triode-triangle, s'il eziste un sous-ensemble de
3 arétes {z,y, z} dans H qui forme un triode (resp. triangle) tel que l’ensemble des
arétes {m(z), m(y), m(z)} forme un triangle (resp. triode) dans G.

A ,
\ /m,

b c

graphe aux arétes

Fi1G. 3.7 - Un triangle, un iriode et leur graphe aux aréles.
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Comme le travail de Tonnelier s’est fait dans le cadre de la chimie organique et
que les graphes moléculaires possédent trés rarement des triangles, il a négligé ce
probleme.

Apres avoir construit les graphes aux arétes L(H) et L(@), Tonnelier construit le
graphe produit d’adjacence forte puis recherche une clique de la taille du nombre de
sommets de L(H) dans ce graphe produit.

Tonnelier voit deux avantages dans son approche:

1. «L’information contenue dans chaque sommet du graphe aux arétes est plus
riche que celle contenue dans le graphe initial. Il y aura donc moins d’apparie-
ments locaux possiblies entre deux graphes aux arétes qu'entre les deux graphes
initiaux. Le nombre de combinaisons & envisager est moins important ce qui
permet de réduire la complexité du probieme.»

2. «Si un graphe posséde des sommets et des arétes étiquetés, le graphe représen-
tatif de ses arétes n'a pas d’arétes étiquetées ce qui simplifie 'appariement.»

1l nous semble difficile de pouvoir conclure que la combinatoire du probléme est
réduite en utilisant le graphe aux arétes. Car d’une part la diminution du nombre
d’appariements locaux possibles n’est pas garantie et d’autre part l'utilisation des
graphes aux arétes s’accompagne d’une augmentation du coiit de manipulation des
objets du graphe. Aussi le coiit global semble ne pas étre changé. Par ailleurs certaines
propriétés comme I'absence de cycles, ne sont pas stables pour le passage aux graphes
représentatifs des arétes. C'est pouUrquoi nous n’approuvons pas ce premier argument.
D’autant plus que si I’on observait réellement une réduction en utilisant les graphes
aux arétes on ne voit pas pourquoi cette idée ne pourrait pas étre poussée plus loin
en prenant les graphes aux arétes des graphes aux arétes et ainsi de suite.

Le second argument est plus intéressant, mais Tonnelier montre que 1'étiquetage
des sommets et des arétes pose certains probiémes lorsque I'on veut conserver et
utiliser cette information avec le graphe aux arétes.

Nous avons utilisé cette méthode dans les premitres versions du systeme RESYN
[Vismara et al., 1992]. De cette expérimentation nous pouvons conclure qu'il est
nécessaire d’utiliser un algorithme extrémement performant de recherche de cliques
maximales, comme celui de Balas et Yu [Balas and Yu, 1986] ou celui de Bron et



40 Chapitre 3. Rapide survol des différentes techniques de résolution

Kerbosh [Bron and Kerbosh, 1973). L'algorithme proposé par Tonnelier pour résoudre
Clique est inutilisable en pratique. Mais malheureusement, méme avec des algorithmes
plus performants, cette approche ne nous a pas convaincu. En effet pour un probleme
moyen soumis au systéme, il fallait parfois attendre une demie heure pour obtenir
une réponse alors que les temps sont de l'ordre de la seconde avec les méthodes qui
vont suivre. Enfin il faut signaler que Tonnelier a depuis abandonné cette méthode.

3.3.2 Résolution par satisfaction de contraintes

Comme nous 1’avons déja dit, résoudre Iso-ssgrpartiel(H, G) c’est établir ou mon-
trer que I'on ne peut pas établir, une correspondance entre les sommets de H et ceux
de G qui préserve l'adjacence.

Pour calculer si une telle fonction existe, pour chaque sommet h de H est détermi-
née la liste des sommets de G avec qui h peut étre a priori apparié, c’est-a-dire ceux
qui remplissent certaines conditions comme par exemple posséder un degré supérieur
au égal & deg(h). Puis ces listes sont réduites dans le but d’obtenir un seul élément,
par liste de facon & obtenir une injection qui préserve I'adjacence. Cette réduction
se fait en employant une technique de filtrage, puis un algorithme de backtrack. Ce
dernier peut éventuellement utiliser lui aussi le filtrage. Le chapitre suivant étudie en
détail ce mécanisme et ses diverses variantes.

L'algorithme 2 donne le principe des méthodes de résolution qui vont &tre présen-
tées. Toute liste d’appariements sera appelée LAP.

La procédure PRETRAITEMENT vérifie des conditions nécessaires simples, comme
la supériorité des degrés, de connaissances liées au domaine, comme par exemple le
nombre de cycles auquels appartiennent les sommets pour les graphes moléculaires,
et du filtrage qui est employé par la suite. On retrouve souvent le terme prétraitement
sous la dénomination «screen» ou «prescreen» dans la littérature.

Algorithme de Sussenguth

Sussenguth [Sussenguth, Jr., 1965) utilise comme filtrage deux propriétés, la connec-

tivité et le partitionnement.
La connectivité exprime le fait que si h peut étre apparié avec un ensemble de
sommets de X¢ (c'est-2-dire sa LAP) alors les voisins de h ne peuvent étre appariés
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Algorithme 2 Algorithme de résolution du probléme de i'isomorphisme de
sous-graphe a 'aide de la propagation de contraintes

ISO-SSGRPARTIEL(i H,G): booléen
Vh € Xg : LAP(h) « Xg
solution + faux; continue + vrai
PRETRAITEMENT(L AP, continue, solution)
si continue et —solution alors BACKTRACK(LAP, continue, solution)

retourner solution

BACKTRACK(io LAP, continue, solution)
si Vh € Xy|LAP(h)| = 1 alors solution + vrai
sinon
choisir A tel que [LAP(h)| > 1
pour chaque g € LAP(h) tant que —solution faire
LAP' « LAP
LAP'(h) + {g}
FILTRAGE(LAP, continue, solution) /* continue est en écriture */
| si continue alors BACKTRACK(LAP', continue, solution)

qu'avec les sommets appartenant a P'union des ensembles de voisins de chaque som-
met de sa LAP. Dol la fonction de réduction suivante qui assure la cohérence des

contraintes d’adjacence:

Yy, € Tx(h): LAP(v) < LAP(uy) N (Ugef,,;p(h)[‘g(g))

'l existe un morphisme injectif de H dans G, alors deux sommets de H ne se-
ront pas appariés avec le méme sommet de G. Sussenguth généralise cette idée pour
n sommets afin d’obtenir la fonction suivante, nommée partionnement :

si A C Xy tel que Va,a’ € A: LAP(a) = LAP(c') et |A| = [LAP(A)],
avec LAP(A) = LAP(a € A) alors:
Vhe Xy — A: LAP(h) « LAP(h)n LAP(4)
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La mise en oeuvre de cette idée est relativement facile puisque toutes les LAP
d’un ensemble A sont égales.

Le filtrage proposé par Sussenguth enchaine la propriété de connectivité avec celle
de partionnement. Le filtrage s’arréte dés qu’une LAP devient vide ou bien lorsque
plus aucune LAP n’est modifiée.

D’un point de vue pratique les résultats sont assez bons pour la plupart des
graphes moléculaires que 1’on trouve en chimie organique. Cet article est particu-
litrement intéressant puisqu’il emploie deux types de traitement. Dans la suite de
ce chapitre mais aussi dans cette partie de la theése, nous verrons des méthodes qui
améliorent ces idées, mais leurs principes ne sont pas fondamentalement différents.

Algorithme de Ullmann

L’algorithme de Ullmann [Ullmann, 1976] est certainement e plus connu et le plus
utilisé pour résoudre Iso-ssgrpartiel. Il est célebre pour sa procédure de filtrage (encore
appelée relaxation). Nous allons montrer que pour des graphes non orientés et non
étiquetés, ce filtrage parvient au méme résultat que celui proposé par Sussenguth.
Cette observation est originale car personne n’avait encore établi cette égalité.

En plus d’un partionnement tres simple qui consiste & supprimer 'unique valeur
d’'une LAP de toutes les autres LAP afin de garantir que deux sommets de H ne
soient pas appariés avec le méme sommet de G, Ullmann remarque que si un sommet
h est apparié avec un sommet g alors les voisins de A doivent aussi pouvoir étre appa-
rié avec les voisins de g. Dans notre formalisme nous obtenons la condition nécessaire

suivante

Vup € Tu(h): g € LAP(h) = Ju, € Tg(g) tel que v, € LAP(vy)

La nouvelle proposition est:

Proposition 6 Les deux propriétés suwantes sont equivalentes.
(1) Vun € Ty(h) : LAP(vs) C (UgerapmTa(9))
(2) Yuy €T(h): g € LAP(R) = Juy € Tg(g) tel que vy € LAP(uy).
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preuve:

(1) ¢ Von € Tx() : g € LAP(vh) = g € (UperarmT(e)).
(1) & Yu, € Ty(h) : g € LAP(v) = 3¢" tel que g € ['g(g") et ¢” €
LAP(h).

or g € I'g(g") ¢ g” € Tg(g) puisque le graphe est non orienté. D’ou

(1) & Yu, € Ty(h) : ¢ € LAP(vs) = 3g" tel que ¢” € T'e(g) et g" €
LAP(R).

Donc (1) < (2).

La procédure de Ullmann est plus facile & implémenter que celle de Sussenguth
car elle n’utilise pas les structures ensemblistes.

3.4 Conclusion

En nous inspirant des travaux de [Matula, 1978] et {Moon Jung Chung, 1987]
nous avons détaillé un algorithme résolvant lIso-ssarbre en temps polynémial. Nous
avons ensuite présenté deux approches possibles pour résoudre Iso-ssgrpartiel dans
le cas général. La premitre est basée sur la recherche de cliques maximales et ne
nous a pas convaincu. La seconde a été proposée indépendamment par Sussenguth
{Sussenguth, Jr., 1965] et Ullmann [Ullmann, 1976). Elle utilise les techniques dites
«de propagation de contraintes» et semble beaucoup plus prometteuse. C’est pourquoi
nous allons dans la suite de cette thése détailler ces techniques.
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Chapitre 4
Les réseaux de contraintes

McGregor [McGregor, 1979] a formalisé le probléme de I’isomorphisme de sous-
graphe par un reseau de contraintes. Puis il a montré I'efficacité des méthodes de
ce domaine pour résoudre les probléemes d’isomorphisme. Comme ces méthodes sont
nombreuses nous avons jugé nécessaire de leur consacrer un chapitre.

Un réseau de contraintes est défini par la donnée d’un ensemble de variables, cha-
cune associée 4 un domaine de valeurs, et par la donnée d'un ensemble de contraintes
qui mettent en relation ces variables et définissent 1’ensemble des combinaisons de
valeurs qui satisfont la contrainte. Rechercher une instanciation des variables qui
satisfait toutes les contraintes du réseau est le probleme principal que 1'on se pose
habituellement.

De nombreux problémes se codent naturellement en un réseau de contraintes et
se résolvent efficacement grace aux techniques développées depuis vingt ans notam-
ment par Mackworth et Freuder [Mackworth and Freuder, 1985, Haralick et Elliot
[Haralick and Elliot, 1980] et Dechter et Pear] {Dechter and Pearl, 1988]. Le champ
des applications qui utilisent les réseaux de contraintes (abrégé CN pour Constraint
Networks) va de 'analyse de scenes en vision & l'analyse grammaticale en langage
naturel en passant par la conception, I'ordonnancement, le raisonnement temporel
et la planification d’expériences génétiques. En biologie et en chimie, les applications
portant sur 1’étude de grosses molécules (protéines, ARN ...) ou les applications d’aide
4 la conception de plans de synthése de peptides [Janssen et al., 1990} sont de grandes
consommatrices de CN
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Résoudre un CN, c’est-a-dire savoir s'il a une solution, est un probléeme NP-
Complet. Aussi un grand nombre de méthodes ont été développées pour essayer de
minimiser le coiit de la résolution d’'un CN. Comme nous le verrons par la suite le
réseau de contraintes que 1’on construit pour résoudre les probléemes d’isomorphisme
est complet, c’est-a-dire qu'il existe une contrainte entre toutes les paires de variables.
Nous limiterons donc notre étude a ce type de réseau. Néanmoins, comme certains des
résultats que nous avons obtenus ne sont pas liés & cette propriété, nous présenterons
les réseaux de contraintes dans leur forme la plus genérale.

Le but de ce chapitre n’est pas de faire un état de I'art complet (pour cela on
peut se reporter a [Jégou, 1991; Tsang, 1993]) mais de donner une idée des différents
types d’approches possibles pour résoudre un CN et de situer dans leur contexte les
travaux présentés dans les chapitres suivants. Aprés avoir donné les définitions de
base des CN et montré un exemple de codage du probléme de I’isomorphisme de
sous-graphe partiel par un réseau de contraintes, nous présenterons [’algorithme de
recherche systématique, encore appelé recherche par «essai et erreur» et plus connu
sous le nom de backtrack chronologique. Cet algorithme est inefficace car il parcourt
presque la totalité de I’espace de recherche, c’est pourquoi les travaux sur les CN
se sont orientés vers I’élaboration de techniques qui tentent de réduire I’espace de
recherche parcouru. Plusieurs approches sont possibles, certaines détectent au cours
de leur exécution des zones de I’espace de recherche qui ne contiennent pas de
solution et évitent de les parcourir, tandis que d’autres réduisent la taille de 1'espace
de recherche avant de lancer n’importe quelle procédure. Parmi les premiéres on
trouve les algorithmes de recherche, comme le Forward-Checking (FC) ou le Really-
Full-Lookahead. Les secondes sont appelées techniques de filtrage ou prétraitement,
la méthode la plus connue étant la consistance d'arc. Il existe aussi des méthodes qui
essaient de déterminer les cause d’un échec afin d’économiser plus tard des essais de
valeurs ou bien de sélectionner un meilleur point de retour. Nous présenterons ces
différentes approches et nous montrerons aussi comment P'ordre d’instanciation des
variables et des valeurs peut jouer un grand réle sur 'efficacité des recherches.



4.1. Définitions 47

4.1 Définitions

Nous ne considérerons dans la suite que les réseaux de contraintes possédant des

domaines finis.

Définition 14 Un réseau de contraintes fini R = (X, D,() est défins comme:

« un ensemble de n variables X = {z,, ..., Ta},

« un ensemble de domaines finis D = {D,,...,D,} ot D; est U’ensemble des
valeurs possibles pour la variable z;,

. un ensemble de contraintes entre les variablesC = {C,, ..., Cc}. Une contrainte
C; est définie sur un sous-ensemble de variables Xg, = {;,, ..., z;;} de X par un sous-
ensemble du produit cartésien Dy, x ... X D;;, qui spécifie quelles valeurs des variables
de {z,, ..., %i;} sont compatibles entre elles. L’arité de C; est j.

Notations 1

en=|X|
od= maaqe1..n(|Di|)
se=|C]

+ Cix1, avec X' C X, désigne la restriction aux varables de X' de la contrainte
C € C. 8i C est définie sur X¢, alors Cyx» est la contrainte définie sur X' N X¢!,
par 'ensemble correspondant & la restriction aur variables de X' N X¢ des n-uplets
de C. C;x+ représente la restriction auz variables de X' de toutes les contraintes du
réseau.

- (i,a) désigne la veleur a de la varieble z;.

Définition 15 Un réseau de contraintes est binaire si toutes ses contraintes sont
d’arité 2. Dans ce cas, une contrainte entre deux variables z; et z; est notée Cj;.
L’ensemble des contraintes contraignant z; est noté C;.. L’ensemble des variables z;

telles que C;; existe est noté I'(z;).
Un réseau de contraintes qui ne contient pas que des contraintes binaires est appelé

réseau de contraintes général.

Définition 16 On appelle hypergraphe associé d un réseau de contrainies R =
(X,D,C), Uhypergraphe Hp obtenu en représentant chaque variable du réseau par

1.8i X’ N X¢ = @ alors Cyx- est la contrainte universelle.
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un sommet et chaque contrainte C; définie sur un ensemble {z,,,...,7;,} par une

hyperaréte {z;,, ...,z }-

Dans le cas d'un réseau de contraintes binaire on parlera de graphe associé au
réseau ou de graphe des contraintes. Le terme de graphe est aussi souvent employé
par abus de langage & la place d’hypergraphe.

Définition 17 La recherche de solution dans un réseau de contraintes est appelé
probléme de satisfaction de contraintes et noté CSP.

4.2 Représentation de Iso-ssgr et de lso-ssgrpartiel par

un réseau de contraintes

4.2.1 Iso-ssgrpartiel

Considérons G = (Xg, Eg) et H = (Xg, Eg) deux graphes et supposons que l'on
veuille savoir si H est isomorphe & un sous-graphe partiel de G. McGregor [McGre-
gor, 1979] propose de représenter ce probléme par le réseau de contraintes binaires

suivant? :
R = (Xy,D,C) ou:

— Xy est I'ensemble des sommets de H.

- Le domaine de chaque variable h est constitué par ’ensemble des sommets de
G dont le degré est supérieur ou égal a celui de A.

— Il existe une contrainte entre toute paire de variables, définie de la maniére
suivante: Cj;(a,b) est vrai si I'une des deux conditions est vérifiée:
(1) {1,7} € Eg et {a,b} € E¢.
(2) {t,7} ¢ Eneta#b

La premiére condition de validité d’une contrainte exprime que si deux sommets
sont reliés dans le graphe H, alors ils ne peuvent s’apparier qu’avec deux sommets

2. Nous verrons par la suite une représentation différente qui exprime mieux que les variables
doivent prendre des valeurs différentes
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Dl=Dé={abcdef.gh)
D2=D5={bcd.efgh}
D3=Dd={b.d.f}

C,fu)
Cyyfuy)  Caluv)
Caluv) C3sfuv) CBEWY) | ymisifuv)estuncadtedeG
Ca(uv)  Castuv)  Cagluv) faux sinon

Csifuv)  Cs4uv)

C “(“ lv)

Cjjav)  Cfuv) Cpsuv) Cisluv)
Cau,v) C2s{uv) C26(uyv)

Cy(uv) Casluw) | vmisiuest différentde v
Caifu,y) Cazov) faux sinon

Cy{uv) Csylow)  Cssluv)

Cgluv) Cgluv) Cglov)  Ces(oy) |

FIG. 4.1 - Ezemple de codage de lso-ssgrpartiel par un réseau de conlraintes.

reliés dans le graphe G. La seconde condition correspond au fait que deux sommets de
H ne peuvent pas &tre appariés avec le méme sommet de G. Le graphe des contraintes
est donc un graphe complet.

Une contrainte Cj; est une contrainte d’adjacence si {3,7} € Ey sinon c'est
une contrainte de différence.

La figure 4.1 donne les domaines obtenus apres codage du probléeme de I'isomor-
phisme de sous-graphe partiel par un réseau de contraintes. Le graphe des contraintes
étant complet il n’est pas représenté.

A chaque solution du CSP correspond un plongement de H dans G et récirpoque-

ment.

4.2.2 lso-ssgr

Ce probléeme se différencie du précédent par 'introduction d’une condition sup-
plémentaire: deux sommets non reliés dans le graphe H peuvent étre appariés uni-
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quement avec des sommets non reliés dans G. Le réseau de contraintes modélisant ce
probléme se déduit de celui utilisé pour Iso-ssgrpartiel en modifiant la définition d’une
contrainte de la fagon suivante:
Ci;(a, b) est vrai si I'une des deux conditions est vérifiée :

(1) {z,5} € Ey et {a,b} € Eg.

(2) {+,5} & Ey et {a,b} € Egeta#b.

4.3 Recherche de solutions

Définition 18 ([Dechter, 1992]} Sost un sous-ensemble de variables X' = {z,, ..., Zi, }
de X, une instanciation partielle sur X', notée Ix:, associe d chaque variable de

X' une valeur de son domazine.

Une instanciation partielle est donc un ensemble de couples (variable, valeur),
autrement dit d'affectations, ne contenant jamais deux fois la méme variable.

Définition 19 ([Dechter, 1992)) Une instanciation partielle sur X' est locale-

ment
consistante s et seulement st elle satisfait toutes les contraintes de Cjx:.

Définition 20 Soit Iy une instanciation partielle:

« une affectation (y,a) d’'une valeur a & une veriable y n’appartenant pas ¢ X'
est appelée affectation augmentante de Ix:.

« Uinstanciation partielle obienue en ajoutant une et une seule affectation aug-
mentante de Ix: & Ix: est appelée augmentation de Iy

. un ensemble prolongeant de Ix: est un ensemble A d’affectations augmen-
tantes de Ix: tel que Ix» U A soit une wnstanciation partielle

« U'instanciation partielle obtenue en ajoutant un ensemble prolongeant de Ix+ a
Ix: est appelée prolongement de I'x:.

« instanciation partielle obtenue en supprimant une ou plusieurs affectations de

Ix: est appelée réduction de Ix:.

Définition 21 ([Dechter, 1992]) Une solution d’un CSP est une instanciation
sur X localement consistante c’est-a-dire une affectation de valeurs a toutes les va-

riables qui satisfait toutes les coniramntes.
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Définition 22 ([Dechter, 1992]) Une instanciation partielle est globalement consis-
tante si et seulement st elle admet un prolongement qui est une solution.

Définition 23 L’espace de recherche d’un CSP correspond d l'ensemble de toutes
les instanciations possibles sur X . Sa taille est donc égale 6 [11<icn |Dsl, soit ezacte-
ment d® pour un réseau de n variables ayant toutes un domaine de taille d.

Dans I’exemple donné par la figure 4.1, I'instanciation I = {(1, ), (2,), (3,d)} est
localement consistante, (4, f) est une affectation augmentante de I, I U (4, f) est une
augmentation de I mais elle n'est pas localement consistante (3 et 4 sont reliés dans
H alors que d et f ne le sont pas dans G). {(5,¢),(6, k)} est un ensemble prolongeant
de I et Dinstanciation {(1,a),(2,),(3,d), (5,c),(6,h)} est un prolongement de I.
Le lecteur attentif remarquera que cette derniére instanciation, qui est localement
consistante, n'admet pas d’augmentation conduisant & une solution. Par conséquent,
elle n’est pas globalement consistante.

Le principe général des procédures de recherche de solutions consiste a instancier
les variables du probleme successivement dans I’espoir d’obtenir une instanciation sur
X consistante. De maniére informelle, cela signifie que les algorithmes cherchent &
augmenter petit & petit les instanciations partielles pour obtenir une instanciation
consistante de toutes les variables. Ces procédures peuvent prendre diverses formes,
mais toutes ont comme base 1'algorithme backtrack [Golomg and Baumert, 1965],
BT en abrégé.

Nous commencerons par présenter cet algorithme, puis nous étudierons ses incon-
vénients. Cela nous aménera & proposer un nouvel algorithme plus général remédiant
A certains défauts de BT. Ensuite nous montrerons que l’application d'une procé-
dure de recherche de solutions est équivalente & un parcours en profondeur dans un
arbre. Cela nous permettra de valider facilement diverses variantes de 1'algorithme
général. Finalement nous donnerons quelques outils pour caractériser et comparer le

comportement des algorithmes de recherche.

4.3.1 L’algorithme backtrack

La procédure backtrack, encore appelé backtrack chronologique, consiste a instan-
cier les variables du probléme successivement dans un ordre prédéfini: zy, ..., Zn. A
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chaque fois qu’une valeur est affectée a une variable, la consistance de I'instanciation
partielle obtenue est testée. Si le test est positif, une autre variable est instanciée et
ce jusqu’a ce que toutes les variables le soient, sinon une autre valeur pour la vanable
est choisie. S’il n’existe plus de valeurs pour la variable (toutes les valeurs ont été
essayées), un retour-arriere (ou backtrack) est réalisé sur 'instanciation de la vanable
qui précéde la variable courante dans l’ordre afin d’essayer une nouvelle valeur. S'il
n’en existe pas on procéde de nouveau & un retour-arriére.

Les structures de données employées sont les suivantes:

- k représente la taille de ’ensemble sur lequel est défini l'instanciation partielle

courante. Eile est appelée niveau.

~ I est un tableau déterminant 'instanciation partielle courante: I[], pour 7 < k,
contient un couple (%,a) signifiant que la valeur a a été affectée & la variable
z;. L'instanciation partielle obtenue aprés k affectations est représentée par
I’ensemble des Ij] pour j variant de 1 & k. Aussi une augmentation de I'ins-
tanciation partielle courante, se traduira par I'incrémentation de .

~ La procédure SUPPRIMER(a, D;, k) supprime la valeur a du domaine de D; et
mémorise le fait que cette valeur a été supprimée de son domaine au niveau &.
La procédure RESTAURERCSP (k) replace dans leur domaine les valeurs qui ont
été supprimées par la procédure précédente au niveau k

Si les variables sont choisies selon 'ordre fixé a priori: zi,..., T, alors la k*™¢
variable instanciée sera toujours z; et I’ensemble sur lequel est défini une instanciation
partielle de k éléments sera toujours {2, ..., Tx}

La fonction LOCALEMENTCONSISTANTE (cf. algorithme 3) vérifie la consistance
locale d’une augmentation par rapport a I'instanciation partielle dont elle est issue.
La procédure BACKTRACK (cf. algorithme 4) recherche toutes les solutions du CSP.

Principe d’empilement des appels:

L'instanciation partielle courante est successivement augmentée tant que les augmen-
tations obtenues sont localement consistantes. Ce processus se termine dés qu’une
solution est atteinte ou bien quand une instanciation partielle non localement consis-

tante est rencontrée.
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Algorithme 3 Test de la consistance d’un choix avec les choix passés

LOCALEMENTCONSISTANTE(i (I, k)) : booléen
consistant + vrai
(1,a) + Ik}
le1
tant que ! < k et consistant faire
(4,6} « ITi]
si 3Cj; € C alors
si =Cji(b, @) alors consistant + faux
|_ sinon{«1{+1

retourner consistant

Algorithme 4 Algorithme backtrack

BACKTRACK(i I, k)
faire
a ¢ CHOISIRVALEUR(D;)
Ik] « (zx,a)
si LOCALEMENTCONSISTANT(I, k) alors
si k = n alors AFFICHERSOLUTION(J)
L sinon BACKTRACK(I,k+ 1)
SUPPRIMER(a, D, k)
tant que Dy # @
RESTAURERCSP (k)

Principe de dépilement des appels:
1’instanciation partielle courante est successivement réduite tant que la derniére va-
riable instanciée par U'instanciation partielle courante ne posséde pas d’autre valeur
dans son domaine que celle qui lui avait été affectée. Si la procédure précédente s’ar-
réte & un niveau k — 1 > 0, alors la valeur affectée & x, dans I[k] est supprimée
du domaine de z;. Avant de réduire une instanciation partielle Jx+(z,) définie sur k
variables, le CSP est rétabli dang I'état ol il se trouvait avant d’augmenter pour la
premiére fois Ix:. Ce processus de réduction se termine au niveau k, soit parce que k
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vaut 0 et dans ce cas toutes les solutions ont été trouvées, soit parce qu’une variable
posséde d’autres valeurs dans son domaine que celles qui lui avait été affectées.

4.3.2 Arbres de recherche

L'application d'une procédure de recherche peut toujours se représenter par un
arbre muni d’une racine. Un noeud de cet arbre correspond a l’affectation d’une
valeur A une variable. Si cette affectation a lieu au niveau k, alors le noeud apparaitra
a la profondeur k£ dans I’arbre. A tout noeud n; de niveau k est donc associé une
instanciation partielle Ip définie sur un ensemble de & variables. Tous les noeuds
associés aux augmentations de I seront les fils de n; dans l'arbre. La racine de cet
arbre est un noeud particulier qui ne correspond a aucune instanciation mais qui a
pour fils tous les noeuds de la profondeur 1.

Le nombre maximum de feuilles d’un arbre associé & une procédure de recherche
est égal au nombre d'instanciations possibles.

L’affectation de valeurs & des variables s’apparente & une descente dans ’arbre
de recherche, tandis que la remise en cause d'une affectation est vue comme une
remontée. Une procédure de recherche correspond donc a un parcours en profondeur
d’un arbre de recherche.

Les arbres de recherche que nous présenterons par la suite seront souvent simpli-
fiés. En effet, nous ne représenterons qu'une seule aréte entre un noeud et ses fils,
car dans la configuration actuelle, tous les fils d’un noeud correspondent 4 des affec-
tations impliquant la meme variable. Ainsi pour Iso-ssgrpartiel présenté en figure 4.1,
on obtient I’arbre donné en figure 4.2.

4.3.3 Inconvénients du backtrack

Cette méthode peut faire parcourir de maniére exhaustive la totalité de I’espace de
recherche et comme la taille de cet espace est bornée par d™, son emploi peut s’averer
trés colteux. En effet, sa complexité est en O(ed"), si I'on considére que les tests de
consistance peuvent étre faits en temps constant. Cependant cette complexité n’est
pas etonnante & cause de la nature exponentielle du probléme. Néanmoins, on peut
remarquer que cette procédure parcourt aveuglément 1’espace de recherche sans tenir
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x1

x5

x6

labcdefgh]

Solution

F1G. 4.2 - Arbre de recherche engendré par l’algorithme backtrack

compte d’informations faciles & extraire du CSP et qui économiseraient du temps de
calcul. On peut considérer que cette procédure présente quatre types de défauts:

1. Elle n’applique aucun prétraitement pour essayer de détecter des inconsistances

locales afin d’éliminer d’emblée des valeurs qui ne peuvent pas appartenir a une

solution.

. Elle choisit aveuglément les valeurs qu'elle affecte aux variables sans vérifier

qu'il existe des valeurs compatibles avec I'instanciation partielle courante pour
toutes les autres variables non instanciées. Elle parcourt donc des zones de
’espace dont on pourrait déterminer qu'il ne peut pas 8’y trouver de solutions.

. Elle choisit les variables & instancier selon un ordre arbitraire qu: ne tient pas

compte des particularités du probléme, comme par exemple ’adjacence entre
les sommets du petit graphe pour Iso-ssgrpartiel.

. Elle engendre souvent des prolongements qui sont identiques & des prolonge-

ments precédemment étudiés et qui ne conduisent & aucune solution. Car le
retour-arriere chronologique ne tient pas compte des interactions qui existent
entre les variables. Elle peut donc refaire plusieurs fois les mémes erreurs.

A partir de ces quatre types d’inconvénients, on peut définir quatre approches

d’améliorations:
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« Réduction explicite de I’espace de recherche avant ’exécution de la
procédure de recherche

Cette reduction peut &tre réalisée soit en employant un filtrage, soit en décom-
posant le CSP d’origine. Dans les deux cas, le but recherché est le meme: modifier
le CSP d’origine pour obtenir un CSP comportant le méme ensemble de solutions et
plus facile & résoudre.

Une procédure de filtrage ne résout pas complétement le CSP mais élimine une fois
pour toutes des inconsistances qui autrement auraient pu &tre découvertes plusieurs
fois par la procédure de recherche de solutions. Les procédures de filtrage s’appuient
sur les consistances locales définies sur le CSP, qui expriment des conditions locales
suffisantes pour qu’une instanciation ne soit pas globalement consistante. Par la suite
(cf 4.4), nous limiterons notre étude & la plus ancienne des techniques de consistance
locale: la consistance d’arc, car elle est simple, efficace et son coiit est peu élevé,
contrairement aux autres consistances qui ne présentent, & '’heure actuelle, qu'un
intérét théorique, notamment & cause de leur complexité en espace.

Les méthodes de décomposition ont pour but de découper le probleme initial en
sous-problémes plus faciles & résoudre. Leur raisonnement est généralement basé sur
les propriétés structurelles du réseau de contraintes. Comme le réseau modélisant Iso-
ssgrpartiel est complet, ces techniques ne peuvent pas s’appliquer pour ce probleme
Par conséquent nous ne les étudierons pas.

» Réduction explicite de 1’espace de recherche pendant ’exécution de
la procédure de recherche

Cette technique est prospective {«look-ahead») et consiste a examiner les valeurs
des variables non encore instanciées et & supprimer par filtrage celles dont on est
assuré que leur emploi, compte tenu de l'instanciation partielle courante, conduira
3 un échec. Elle va donc anticiper des échecs en introduisant un traitement supplé-
mentaire aprés chaque instanciation. Ce traitement élimine des inconsistances locales
liées & D'instanciation partielle courante. Divers filtrages peuvent étre employés. La
seule condition qui leur est imposée est de garantir que toute augmentation d'une
instanciation partielle localement consistante soit aussi localement consistante. Nous
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étudierons (cf 4.6) deux algorithmes de ce type: le Forward-Checking et le Really
Full Lookhead.

. Guidage de la procédure de recherche

L’ordre d'instanciation selon lequel les variables sont choisies est trés important.
I'ordonnancement peut étre statique ou bien dynamique. Dans le premier cas, il est
réalisé une fois pour toutes avant la recherche, tandis que dans le second, la prochaine
variable & instancier est déterminée en fonction d’un critére dynamique. Ces ordres
g'appuient sur la structure du réseau de contraintes. Par exemple, ils peuvent tenir
compte du nombre de valeurs dans les domaines ou bien du nombre de voisins dans
le graphe des contraintes. Nous étudierons (cf 4.7) ces deux types d’ordres.

. Détermination des raisons d’un échec

Cette technique d’amélioration est rétrospective («look-back»). Les méthodes em-
ployées sont souvent qualifiées d'intelligentes, car elles essaient de déterminer les
causes d’un échec. Elles ont pour but soit d’économiser plus tard des essais de va-
leurs (backchecking [Haralick and Elliot, 1980), backmarking [Gaschnig, 1977]), soit
de sélectionner un meilleur point de retour (backjumping [Gaschnig, 1978], graph-
based backjumping [Dechter, 1990], conflict-directed backjumping [Prosser, 1993a;
Prosser, 1993b]). Nous ne les étudierons pas, car nous verrons que le maintien de la
consistance d’arc pendant une procédure de recherche est trés efficace pour résoudre
Iso-ssgrpartiel et aussi parce qu'il n'existe pas encore de méthode combinant cette
approche avec les méthodes de détermination d'un échec.

Ces différentes approches peuvent étre utilisées simultanément pour résoudre un
probléme.

Nous sommes maintenant en mesure de proposer un nouvel algorithme de re-
cherche qui va permettre d’introduire différentes méthodes d’améliorations de 1’algo-

rithme classique.
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4.3.4 Algorithme générique de recherche

L'algorithme proposé est trés général. Les structures de données utilisées sont
les méme que pour le backtrack. Il est important de noter que cette fois-ci I’ordre
d’instanciation des variables n’est pas nécessairement fixé a priori. Aussi la variable
instanciée au niveau k ne sera pas obligatoirement z;. La fonction CHOISIRVARIABLE
a été introduite pour choisir une variable parmi les variables non instanciées.

| =i
et o ) —-—_——
..r ."| ,f': '\ / ':. :

£

el |
[, [ il |
| e BT RN AR DR T T ]
L : {
& —{Di<-Di-ta) } : ~ Dj <- dj-{g} 1-—--——“ Q 4
LS
¥

<’> Filtrage <!> Restauration xi | Choix d'une vanable Chaix d'une vakeur mveay k-1

niveau k

Di<-Di-{u) ) Sppression de la demmibre valeur choisic  NEGNEN | Ecvec ldescem ]_.... remomée niveas kil

F1G. 4.3 - Fonctionnement de l'algorithme générigue pour un niweau de l'arbre de
recherche

La figure 4.3 donne une partie de I'arbre binaire équivalent a I’arbre engendré par
'algorithme générique de recherche et montre I'enchainement des choix de valeurs,
des tests de consistance {appelé filtrage sur le dessin) et des restaurations.
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Algorithme 5 Algorithme générique de recherche de toutes les solutions.

RECHERCHERTOUTESSOLUTIONS()
consistant ¢+ PRETRAITEMENT()
si consistant alors RECHERCHERSOLUTIONS(I, 1)

RECHERCHERSOLUTIONS(i 1, k)
T; +— CHOISIRVARIABLE()
faire
a + CHOISIRVALEUR(D;)
Ik] « (3,a)
si k = n alors AFFICHERSOLUTION(])
sinon
si ELIMINERINCONSISTANCESLOCALES(J, k) alors
[ | RECHERCHERSOLUTIONS(I, k + 1)

SUPPRIMER(a, D;, k)
tant que D; # @
RESTAURERCSP(k)

4.3.5 Caractérisation des algorithmes de recherche

Nous avons comme objectif d’essayer de caractériser les algorithmes de recherche
sans tenir compte de Uordre d’instanciations des variables. Pour mettre en
oeuvre cette approche originale nous introduisons la notion suivante :

Définition 24 Une instanciation partielle Iy est dite atteinte par une procédure de
recherche si et seulement st ¢ un moment donné de Ualgorithme on a: Iy = Ul-fl'I 3]

Pour ’algorithme backtrack, nous savons qu’une instanciation partielle atteinte
est augmentée si et seulement si elle est localement consistante. On en déduit la

propriéte suivante:

Propriété 3 Une instenciation partielle est atteinte si et seulement si toutes ses

réductions sont localement conststantes.
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4.3.6 Outils de comparaison des algorithmes de recherche

Définition 25 Lors de l'ezécution d’une procédure de recherche -

- Une augmentation est dite libre si la derniére variable affectée posséde plu-
sieurs valeurs dans son domaine; elle est dite forcée s le domaine de cette variable
est un singleton.

« Il y a échec quand une nstanciation partielle atteinte par une procédure de
recherche doit finalement étre écartée parce qu’elle n’admet pas d’augmentation.

« Il y a retour-arriére quand une instanciation partielle atteinte par une pro-
cédure de recherche doit finalement étre écartée parce qu’elle n’admet plus d’augmen-

tation.

Il est important de bien faire la différence entre un échec et un retour-arriere.
Intuitivement, un retour-arriére correspond i I’abandon du niveau courant pour le
niveau précédent. L’arbre de recherche donné en figure 4.2 comprend exactement
1+8+17+104 141 = 38 noeuds donc 38 retours-arriere, 1 x 8 +8 x 7+ 17 x
3+10x3+41 x 7+ 1 x 8 =160 augmentations dont 122 libres et 38 forcées, et 122

échecs

4.4 La consistance d’arc

La consistance d’arc est la technique de filirage la plus employée. Elle est habi-
tuellement attribuée & Waltz [Waltz, 1975). Elle exprime une condition de consistance
locale qui impose que chaque valeur (z, a) soit compatible avec toute contrainte por-
tant sur z,. Si (Z,a) n’apparait dans aucun n-uplet d’une contrainte contraignant z;,
alors elle n’appartiendra 3 aucune solution, on peut donc la supprimer du domaine
(cdd a de D;). Si un CSP ne contient pas de telles valeurs, on dira qu’il vérifie la
consistance d’arc.

La figure 4.4 reprend 'exemple proposé en figure 4.1. La valeur f de D; peut
etre supprimée car f n'est compatible avec aucune valeur de z4 sur la contrainte Cis.
Aprés le filtrage par consistance d’arc on obtient un réseau equivalent au premuer,
c’est-3-dire possédant le méme ensemble de solutions, mais dont les domaines sont
réduits. Ainsi dans notre exemple les domaines aprés filtrage sont :
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D1=D6={a,b,c,d,e,f,g,h}
D2=D5=(b,c,d,ef,g,h}
D3=D4={b,d,f}

F1G. 4.4 - Ezemple de codage de Iso-ssgrpartiel par un réseau de contraintes

D; = -D4 = {b: d}
Dy = Ds = {b,c,d, e}
Ds = {a,b,¢,d, e}

Dl ={a1b;csd:eaf}

La définition de la consistance d’arc que nous donnons est celle proposée par
[Jégou, 1991] qui est équivalente & celle que 'on trouve dans [Mohr and Masini,
19883, elle est appelée consistance d’arc généralisée car elle s'applique aux CSP n-

alres.

Définition 26 Etant donné R = (X, D,C), un domaine D; vérifie la consistance
d’arc st et seulement si l'on a: D; # @ et Va € D;,VC; € C contraignant z;,

e € Cj/(z)-

Le réseau de contraintes obtenu par suppression des valeurs non viables d’un
réseau de contraintes est la fermeture par consistance d'arc du réseau d’origine.
Dans le cas des réseaux de contraintes binaires on peut formuler la consistance d’arc
de la maniére suivante:

Définition 27 Un réseau de contraintes binaires R = (X, D, C) vérifie la consistance

d’arc si et seulement si:
Vz; € X : D; # @ et Va € D;,Vz; avec Cy; € C,3b € D; tel que Cyj(a, b).
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Cette définition nous permet d’introduire logiquement les notions de support et
de valeur viable [Mohr and Henderson, 1986; Bessitre, 1992] qui vont permettre de
présenter simplement le principe des algorithmes de fermeture par consistance d’arc.

Définition 28 Soit C;; une contrainte, si Cii(a,b) est vrai, on dira indifféremment
que:

« {7, ) supporte (i,a);

* (4,b) est un support de (1,a).

Définition 29 Une valeur a d’une variable z; est viable si pour toute veriable z;
telle que C;; eviste, a posséde un support dans D;.

La consistance d’arc peut alors se définir de la maniére suivante :

Définition 30 Un réseau de contrasntes binatres R = (X, D, C) vérifie la consistance
d’arc st et seulement si aucun domaine n’est vide et toutes les valeurs de tous les

domaines sont viables.

Comme ce filtrage supprime des valeurs des domaines des variables, il permet
une meilleure efficacité de la procédure de recherche. Ainsi pour notre exemple (cf
figure 4.1 on obtient 'arbre donné en figure 4.5.

x1 {-abcdef -

x5 bcde)

x6 abcde

Solution

F1G. 4.5 - Arbre de recherche engendré par l'algorithme backtrack aprés fillrage par
consistance d’arc.
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Afin de simplifier 'exposé nous introduisons la notion d’inconsistance d’arc:

Définition 31 Un réseau de contrainte R = (X, D,C) vérifie 'inconsistance d’arc
si et seulement si R ne contient pas de sous-domaine D' (cad VD; € D', on a
D, C D; € D) tel que le réseau R' = (X, D',C) vérifie la consistance d’arc.

Un réseau peut ne vérifier ni la consistance d’arc ni l'inconsistance d'arc. Par
contre, tout réseau obtenu aprés fermeture par consistance d’arc vérifie 'une de ces
deux propriétés.

Pourr simplifier notre exposé, nous appelerons dans la suite «algorithme d’AC»
un algorithme calculant la fermeture par consistance d’arc d’un réseau.

Equivalence entre le filtrage de Ullman et la consistance d’arc pour. Iso-
ssgrpartiel

McGregor [McGregor, 1979] affirme que le filtrage de Ullmann (cf 2.3.2) est équi-
valent & la consistance d’arc pour les contraintes exprimant que deux sommets reliés
dans H ne peuvent s'apparier qu'avec deux sommets reliés dans G (condition (1) de
la validité d’une contrainte cf 3.2). Nous allons montrer cette équivalence. Le filtrage
proposé par Ullmann est:

Yoy, € Tg(h) : g € LAP(R) = Ju, tel que v, € Tg(g) et vy € LAP(v,)

Yu, € Tg(R) peut se mettre sous la forme V(up, h) € Ey.

De la méme manitre v, € I'g(g) correspond & (vq,9) € Eg.

g € LAP(h) et v, € LAP(v;,) sont respectivement équivalents dans le formalisme des
CSPage Dyetdv, € D,,.

La condition de Ullmann est donc équivalente &:

Y(vp,h) € Ex : g € Dy = Ju, tel que v, € D, et (v, 9) € E,.

Ou encore:

g € Dy = Y(vs, h) € Egr, Jv, tel que v, € Dy, et (v, g) € E,.

Or la premitre condition de satisfaisabilité d’une contrainte Ci;(a,b) est (4,§) € En
et (a,b) € Eg.

Si C, représente 1’ensemble dont la définition repose sur ’adjacence, nous pouvons
reformuler la condition de Ullmann & l'aide des CSP de la maniére suivante: g €
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Dy = YC,, 4 € C3, v, € D, tel que Cy,a(vy, g) s0it vrai.
On retrouve bien la définition de la consistance d’arc (cf. définition 27).
La recherche de support pour les valeurs est le coeur des algorithmes que nous

allons maintenant étudier.

4.4.1 Algorithmes de fermeture par consistance d’arc

Mohr et Masini [Mohr and Masini, 1988a] ont développé GAC-4 un algorithme
de fermeture par consistance d’arc pour les réseaux de contraintes générales. Sa com-
plexité est en O(K) ot K est la somme des longueurs de tous les n-uplets de toutes
les contraintes. Cette complexité empéche ’emploi en pratique de cet algorithme dés
que l'arité des contraintes est élevée. C'est pourquoi nous ne considérons dans cette
partie que les réseaux de contraintes binaires.

Le premier algorithme d’AC que nous présentons, pour ce type de réseaux et sans
avoir d’information sur la sémantique des contraintes, a été proposé par Mackworth
[Mackworth, 1977] sous le nom de AC-3, sa complexité en temps est en O(ed®)[Mac-
kworth and Freuder, 1985). Mohr et Henderson [Mohr and Henderson, 1986] ont
donné une nouvelle version de ce filtrage, référencée sous la dénomination AC-4, dont
la complexité en temps (O(ed?)) est optimale. Mais cet algorithme présente deux in-
convénients: sa complexité en espace (O(ed?)) et sa complexité en moyenne, qui font,
comme l’ont montré Wallace et Freuder de maniére empirique, que I’algorithme AC-3
est presque toujours meilleur en pratique que AC-4 [Wallace, 1993]. Cette discussion
a pris fin avec 'arrivée d’un nouvel algorithme, AC-6, proposé par Bessiére et Cor-
dier® [Bessiére and Cordier, 1993; Bessiére, 1994]. En effet, si la complexité d’AC-6
en temps dans le pire des cas est semblable & celle d’AC-4, sa complexité en espace
est en O(ed) et sa complexité expérimentale est inférieure & celle d’AC-3.

Mackworth a montré que la consistance d’arc est basée sur la notion de support
(cf. définition 28). Aussi longtemps qu’une valeur (3, a) est supportée par une valeur
b de chaque variable z; voisine de z; dans le graphe des contraintes, (3, @) est viable.
Mais s’il existe une variable z; dont aucune des valeurs ne supporte a, alors a peut étre

3. Nous ne nous intéresserons pas ici 2 AC-5 [Van Hentenryck et al., 1992), qui n’améliore pas
I'algorithme AC-4, de manitre générale. Cet algorithme permet une adaptation aisée des algorithmes
de fermeture par consistance d’arc pour tenir compte des propriétés sémantiques des contraintes.
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supprimée de D;. La suppression de cette valeur peut remettre en cause la viabilité
des valeurs des variables voisines de z; dans le graphe des contraintes. Il est alors
nécessaire de leur rechercher de nouveaux supports dans D; afin de savoir si ces
valeurs de z; demeurent ou non viables. Ce processus est répété dans le cas ou de
nouvelles valeurs viennent & leur tour 4 &tre supprimées. L’algorithme s’arréte soit
si un domaine devient vide, soit si 'on ne supprime plus de valeur, et dans ce cas,
le réseau de contraintes vérifie la consistance d’arc. Ce principe est propre a tous les
algorithmes d’AC. Ceux-ci different essentiellement par le nombre de valeurs qui sont
réétudiées apres la suppression d’une valeur.

Pour mettre en évidence leurs similitudes et leurs différences, nous avons choisi
de présenter les algorithmes avec le méme modele, c’est-a-dire avec:

- une phase d’initialisation, qui recherche les valeurs non viables,

- une phase de propagation, qui étudie les conséquences de I’élimination de ces
valeurs en déterminant notamment les valeurs dont la viabilité doit étre remise

en cause,

~ une fonction qui détermine si1 une valeur d’une variable posséde un support sur
une contrainte donnée et qui éventuellement ajoute cette valeur dans la liste

des valeurs supportées du support.

D’une maniére générale, lorsque la consistance d'arc est utilisée comme prétraite-
ment, 'algorithme 6 réalise ce filtrage et détermine si le reseau vérifie I'inconsistance
d’arc.

Nous considérerons qu’une valeur d’une variable z; posséde un drapeau qui permet
de savoir en temps constant si elle appartient ou non au domaine courant D;. I
est aussi possible de supprimer une valeur d’'un domaine en temps constant grice
a la fonction SUPPRIMER(a, D;). listeAttente est une liste contenant les éléments a

propager.

AC-3

Lorsqu’une valeur (3,a) n'a pas de support sur une contrainte C;;, AC-3 réétudie
systématiquement la viabilité des valeurs de toutes les variables sur les
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Algorithme 6 La consistance d’arc comme prétraitement

PRETRAITEMENT() : booléen

listeAttente + @
si INITIALISATION (liste Attente) alors retourner PROPAGATION(listeAttente)

retourner faux

contraintes C,; (sauf Cj;). Ces derniéres sont mises dans liste Attente (cf algorithme
7). Supposons que la valeur (i, a) ait été supprimée parce qu’elle ne posséde pas {ou
plus) de support sur la contrainte C;; et considérons une autre contrainte Cy.. AC-3
recherche un support dans D; pour toutes les valeurs de D;. Si une autre valeur de
z; disparait, alors AC-3 recherche de nouveau un support dans D; pour toutes les
valeurs de Dy.

AC-4

Le principe d’AC-4 est d’éviter de faire plusieurs fois les mémes calculs, lors de
I’étude des conséquences d’une suppression. Reprenons I’exemple précédent. Il ne sert
3 rien de rechercher si toutes les valeurs de Dy possédent un support sur z;, car les
valeurs de D, viables avant la suppression de (z,a) et qui ne sont pas consistantes
avec a restent toujours viables aprés la disparition de a. Si elles sont viables alors
elles posstdent un support sur Cy; qui est différent de a, donc I'élimination de a ne
remet pas directement en cause leur viabilité.

AC-4 réalise, une fois pour toutes, tous les tests de consistance et
mémorise ceux qui sont positifs. Pour ce faire, AC-4 utilise deux structures de

données:
- Sie = {(4, b)|b € D; et Cji(b,a)}. C’est 'ensemble S;, des valeurs que a supporte

dans D; sur la contrainte Cj;.

- un compteur cpt[(, j), a) qui indique le nombre de supports de la valeur a de z;

sur la contrainte Cj;.

Ainsi lorsqu’une valeur est supprimée, on connait 'ensemble des valeurs qu’elle
supportait sur chaque contrainte et on peut savoir si ces valeurs possédent un autre
support en utilisant les compteurs. La fonction EXISTESUPPORT devient donc triviale.
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Algorithme 7 L'algorithme AC-3

INITIALISATION(o listeAttente): booléen
listeAttente +— C
retourner vrai

PROPAGATION(io listeAttente): booléen
tant que listeAttente # @ faire
prendre C;; dans listeAttente et la supprimer
changement « faux
pour chagque a € D; faire
si ~ EXISTESUPPORT(Z;, a, Cj;) alors
changement + vrai
SUPPRIMER(a, D;)
si D; = @ alors retourner faux

si changement alors
/* on ajoute les contraintes C,; sauf Cj; dans listeAtiente */
| listeAttente « listeAttente U {Cy; € C|k # 1,k # j}

e

retourner vrai

EXISTESUPPORT(i z;, @, Ci;) : booléen
trouvé + faux
pour ckague b € D; tant que ~trouvé faire
| si Cij(a,b) alors trouvé + vrai

retourner trouvé

Par exemple, soient S;, = {(4,a), (4, ¢), (k,b)}, 'ensemble des valeurs que a sup-
porte pour les contraintes C;; et Cy et cpt{(7, ), a] = 3, cpt{(3, ), c] = 1, cpt[(k, ), b] =
2, les valeurs des compteurs des valeurs que a supporte. Supposons que a soit sup-
primée de D;, alors la viabilité des valeurs a, ¢ de D; et b de Dy est réexaminée.

Chacune de ces valeurs ayant un support en moins, il faut décrémenter leur comp-

teur. Si le compteur d’une valeur devient nul alors on doit supprimer cette valeur de

son domaine. Dans notre exemple on doit éliminer ¢ de D;. Cette étape correspond

a la phase de propagation.

La phase d’initialisation recherche systématiquement tous les supports pour toutes
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les valeurs et détecte les valeurs qui ne sont pas viables.

Algorithme 8 AC-4: fonctions d’initialisation et d’existence d’un support

INITIALISATION(o listeAttente): booléen
listeAttente +— @
pour chaque z; € X faire
L pour chaque a € D; faire 5;; + @

pour chaque z; € X faire
pour chague a € D; faire
pour chague z; € I'(i) tant que a € D; faire
total «+ 0
pour chaque b € D; faire
si Cij(s,b) alors
total + total + 1
I_ AJOUTER((%, &), Sjp)

si total = 0 alors
SUPPRIMER(a, D;)

| AJOUTER((%, @), listeAtiente)
| sinon cpt|(3, 7), a] « total

| si D; = @ alors retourner faux
retourner vrai

EXISTESUPPORT(i z;, a, Ci;, b) : booléen
/* b est inutile dans AC-4 */
cpt[(3,7), o] « ept[(i,j),al — 1
si cpt((i, j), a] = 0 alors retourner faux

sinon retourner vrat

Les algorithmes que nous proposons different légérement de ceux que I'on trouve
dans [Mohr and Henderson, 1986), afin de pouvoir utiliser le code de la fonction de
propagation pour AC-6. Mais cela entraine aussi 'apparition d'un parameétre supplé-
mentaire pour la fonction EXISTESUPPORT qui est inutile pour AC-4.

La complexité dans le pire des cas est réduite & O(ed?). Mais cette amélioration
dans le pire des cas ne refléte pas la complexité réelle. Ainsi, le coit du calcul systéma-



4.4, La consistance d’arc 69

Algorithme 9 Fonction de propagation commune & AC-4 et AC-6

PROPAGATION(io listeAttente) : booléen
tant que listeAttente # @ faire
prendre (j,b) dans listeAttente et le supprimer
pour chague (1,0) € Sj faire
si a € D; alors
si -~ EXISTESUPPORT(z;, a, Ci;, b) alors
SUPPRIMER(a, D;)
si D; = @ alors retourner faux
AJOUTER( (%, a), liste Attente)

retourner vrai

tique de tous les supports lors de I'étape d’initialisation s’avére élevé en pratique, c’est
d’ailleurs pourquoi AC-3 est souvent meilleur. Pour éviter cela, Bessiere et Cordier
ont développé I’algorithme AC-6.

AC-6

L’idée essentielle d’AC-6 repose sur le fait qu’il n’est pas nécessaire de connaitre
pour une valeur (3, a) toutes les valeurs de z; supportant a sur une contrainte C;;. La
connaissance d’un seul support sur z; est suffisante. En effet la définition nous impose
Uexistence d’un support et non pas la connaissance de tous les supports.

Afin de pouvoir étudier les conséquences de la disparition d’une valeur, I'algo-
rithme tient 4 jour pour chaque valeur (i,a) la liste S, des valeurs dont le support
dans D; est a. Nous rappelons qu'une valeur (i, a) n’a besoin que d'un seul support
dans le domaine de chaque variable voisine de z; dans le graphe des contraintes. S,
ne contient donc pas toutes les valeurs supportées, a l'inverse de AC-4. Comme on
peut étre amené a rechercher plusieurs fois un nouveau support pour une valeur, il
est important de trouver efficacement, c’est-a-dire sans refaire des calculs déja faits,
si la valeur posséde un autre support. Pour y parvenir, I'algorithme utilise un ordre
total sur les valeurs de chaque domaine et, lorsqu'il recherche un nouveau support,
il lui suffit d’étudier les valeurs qui suivent dans l'ordre le support supprimé, d’ot le



70 Chapitre 4. Les réseaux de contraintes

code de la fonction EXISTESUPPORT.
Plus formellement 1’algorithme utilise les structures de données suivantes:

- Chaque domaine initial D; est muni d’un ordre total et de deux fonctions en
temps constant (en plus de SUPPRIMER) permettant d’accéder & certaines in-

formations du domaine:

— dernier(D;) retourne la valeur de D; dont l'indice est le plus élevé si D; #
@, sinon elle retourne -1.

- si a € D; et a # dernier(D;), suivant(a) retourne la valeur de D; de plus
petit indice supérieur & celui de a.

- 8 = {(3,a)|(j, b) est la valeur de D; de plus petit indice qui supporte (i, a)}.
— listeAttente est identique A celle d’AC-4.

Nous pouvons étudier maintenant plus précisément le comportement de l'algo-
rithme. Les conséquences de la suppression d'une valeur (4,)) se traduisent par la
recherche de nouveaux supports dans D; pour toutes les valeurs (¢, a) de Sj. L'ordre
sur les domaines permet de rechercher un nouveau support pour (i,a) uniquement
dans ’ensemble des valeurs du domaine D; dont les indices sont strictement supé-
rieurs & celui de b. On sait, en effet, que toute valeur de D; dont I'indice est inférieur
a b ne peut pas étre un support. Lorsque I'on trouve un nouveau support ¢ pour (i, a)
sur C;;, on supprime (3, a) de la liste des valeurs supportées de son précédent support,
pour garantir qu’une valeur n’appartient jamais & plus d'une seule liste de valeurs
supportées sur chaque contrainte, et on ajoute (i,a) dans la liste Sje, puisque (4, c)
est le support de plus petit indice dans D;. Si I'on ne trouve aucun support, alors on
supprime a du domaine de D; et on place (3,a) dans listeAttente.

La preuve de cet algorithme se trouve dans [Bessiére and Cordier, 1993] ou dans
[Bessiere, 1994).

La complexité en espace dépend de la taille des différentes listes des valeurs sup-
portées. Considérons une aréte (z;,z;) du graphe des contraintes. Une valeur a de
D; appartient au plus 3 une seule liste Sj. La taille totale de tous les S pour
cette contrainte est en O(d). Puisqu’il y a e arétes dans le graphe des contraintes la
complexité en espace est en O(ed).
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Algorithme 10 AC-6: fonctions d’initialisation et de recherche d’un support.

La fonction de propagation est la méme que celle d’AC-4.

INITIALISATION(o listeAttente): booléen
liste Attente +— @
pour chague z; € X faire
| pour chague a € D; faire S;, +— @

pour chague z; € X faire
pour chague a € D; faire
pour chague z; € I'(z;) faire
si - EXISTESUPPORT(z;, a, C;j, nil) alors
SUPPRIMER(a, D;)
L AJOUTER((1, a), liste Attente)

| si D; = @ alors retourner faux
retourner vrai

EXISTESUPPORT(i %, a,Cjj, b) : booléen
trouvé + faux
¢ + SUIVANT(b, D;)
tant que ¢ < DERNIER(D);) et —trouvé faire
si Cjj(e,c) alors
si b # nil alors SUPPRIMER((, a}, Sjp)
AJOUTER((, @), Sjc)
trouvé « vrai
| sinon ¢ « SUIVANT(c, D;)

retourner trouvé

Pour une aréte (z;,z;) du graphe des contraintes et pour une valeur a de D;,
la somme des calculs faits & l'intérieur de la fonction EXISTESUPPORT est en O(d).
La complexité en temps de la procédure INITIALISATION qui fait ed appels & cette

fonction est donc en O(ed?). Pour calculer la complexité en temps de la procédure

PROPAGATION, il faut s’intéresser au nombre de fois ou I'on peut etre amené a calculer

la valeur de Cj;(a,b). Cette valeur est calculée par la fonction EXISTESUPPORT, qui
ne peut faire ce calcul qu'une seule fois, grice & l'ordre total utilisé. La complexité
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en temps de la procédure PROPAGATION est semblable au nombre de vérifications
possibles de Cj;(a, b), soit O(ed?). De cela Bessiére et Cordier ont déduit que: «Si 'on
ne dispose pas d’informations sur la sémantique des contraintes, alors l’algorithme
AC-6 a une complexité optimale en temps en (O(ed?)) et en espace en (O(ed)).»

Nous verrons dans le chapitre suivant que l'optimalité énoncée n’est pas exacte

L’avantage d’AC-6 sur AC-4 ne se résume pas seulement & une complexité en
espace réduite, ni & une diminution du nombre de tests de consistance réalisés. L'un
des avantages majeurs est la réduction des calculs pendant la phase de propagation
(moins de valeurs supportées & réexaminer). C'est-a-dire que non seulement la phase
d’initialisation est plus coiiteuse dans AC-4 mais aussi la phase de propagation. En
effet la propriété suivante est un invaniant de Ialgorithme AC-6:

Propriété 4 (i,a) € S;c & Cij(a,c) et (j,c) est le plus petit support de (1,a) dans
D; selon lordre de D;.

Cette propriété signifie que si (i, a) est supportée par (j, ¢} alors il n’existe pas de
valeur b dans D; qui supporte aussi (i, a) et qui soit inférieure a c. La différence entre
les deux algorithmes s’exprime de la fagon suivante:

Propriété 5 Soit C;; une contrainte. St une valeur ¢ de x; est supprimée de D;,
alors Vétude de la viabilité des éléments (i,a) compatible avec (j,c) et possédant un
support inférieur a c selon l'ordre de D; au moment ot ¢ disparait ne sera pas faite

par AC-6 alors qu’elle le sera par AC-4.

Le gain réalisé par AC-6 par rapport & AC-4 peut-étre de I'ordre de O(d?) pour
une contrainte, comme le montre la figure 4.6.

Dans cet exemple, nous pouvons voir que la liste S;4 des valeurs supportées par
(j,d) contient les valeurs a,b,c,d de D; pour AC-4 et aucune de ces valeurs pour
AC-6. Si (j, d) est supprimée, alors AC-4 étudiera la viabilité de toutes les valeurs de
z; tandis que AC-6 ne fera aucune de ces études car toutes ces valeurs ont a comme

support sur C;;, qui est inférieure a d dans 'ordre de D;.

4.4.2 Prise en compte de la sémantique des contraintes

Seuls quelques travaux prenant en compte la sémantique des contraintes ont été
menés 2 bien: Mohr et Masini ont décrit une amélioration de la complexité en temps
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i j i J i ]
a a a a a a
b b b b b b
c € c c c c
d d d d d d
Tests de consistance Supports des valeurs de i La valeur d disparait
Réalisés par AC4 dans Dj avec AC-6 Les valeurs a,bc,ddet
sont atteintes par AC-4
mais pas par AC-6

F1G. 4.6 - Comparaison des algorithmes AC-4 et AC-6.

de TPalgorithme de fermeture par consistance d’arc pour des contraintes binaires
particuliéres introduites par un probléme de reconnaissance des formes {Mohr and
Masini, 1988b); van Hentenryck, Deville et Teng [Van Hentenryck, 1989] ont étudié
les contraintes binaires fonctionnelles et les contraintes binaires monotones. Puisque
dans Iso-ssgrpartiel, les seules contraintes particuliéres que l'on rencontre sont des
contraintes de différence, nous avons décidé de limiter notre présentation a ce type

de contraintes.

Définition 32 Une contrainte C;; est dite contrainte de différence s et seulement
si elle est de la forme:

(1) Va € D;N D; on a ~C;;(a,a).

(2) Va € D; et Vb € D;,b# a, on a Cij(a,b).

Mohr et Masini ont remarqué que pour ce type de contrainte I’absence de support
ne peut se produire que dans le cas ou un domaine se réduit & un singleton. En effet,
considérons par exemple une contrainte de différence C;; et supposons que le domaine
D; contienne au moins deux valeurs a et b, alors toute valeur de D; est supportee
par a ou bien par b. Il ne sert donc a rien d’étudier pour ce type de contraintes les
conséquences de la suppression de valeur d’'un domaine tant que ce domaine n'est
pas réduit 3 une seule valeur. Dans ce dernier cas la propagation devient évidente
puisqu’il suffit de supprimer cette valeur de l'autre domaine. Pour ces contraintes la
complexité en temps du calcul de la fermeture par consistance d’arc est donc réduite

d’un facteur d.
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4.5 Consistance d’arc et Iso-ssgrpartiel

Dans cette section nous allons montrer comment 1'on peut tirer parti des spécifi-
cités de Iso-ssgrpartiel pour accélérer les algorithmes d’AC.

Reprenons la définition des contraintes pour Iso-ssgrpartiel( H, G). Il existe deux
types de contraintes:

1. les contraintes de différence: V{i, 7} € Ex : Ci;(a,b) est vrai ssi a # b.
2. les contraintes d’adjacence: Y{i,j} € Ex : Ci;(a,b) est vrai si {a,b} € Eg;

Nous avons vu en section 4.4.2 qu'il était possible d'utiliser un traitement parti-
culier pour les contraintes de différence. Nous allons donc nous intéresser au second
type de contraintes: les contraintes d’adjacence. La matrice d’adjacence de G, que
l'on peut considérer comme une donnée du probléme, nous permet immédiatement
de savoir si un couple satisfait une contrainte d’adjacence. De plus I'ensemble des
supports d’une valeur (i, a) sur une contrainte d’adjacence est égale & I'c(a) N Dj, ou
T'c(a) désigne le voisinage du sommet a dans le graphe G. Pour que AC-4 et AC-6
tiennent compte de cette particularité il suffit de modifier la fonction EXISTESUPPORT
d’AC-6 (algorithme 11) et la phase d'initialisation d’AC-4 (algorithme 12).

Algorithme 11 Fonction de recherche d'un support d’AC-6 pour lso-
ssgrpartiel.

EXISTESUPPORT(i z;, a,C;;,b) : booléen
/* PREMIER(E) retourne le premier élément de E si E n’est pas vide et nil sinon */

/* T'g(a) est le voisinage d’un sommet a dans le graphe G*/
¢ + PREMIER(I'g(a) N D;)
si ¢ = nil alors retourner faux
sinon
SUPPRIMER((2, a), Sjp)
|_ AJOUTER((1, a), Sjc)
retourner vrai
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Algorithme 12 Fonction d’initialisation d’AC-4 pour lso-ssgrpartiel.

INITIALISATION(o listeAttente) : booléen
/* T'g(a) est le voisinage d’un sommet a dans le graphe G */
listeAtiente « @
pour chaque z; € X faire
| pour chague a € D; faire S;; +— @

pour chaque z; € X faire
pour chaque a € D; faire
pour chague z; € I'(i) tant que a € D; faire
total « |Tg(a) N Dy .
si total = 0 alors
SUPPRIMER(a, D;)

l_ AJOUTER((3, a), listeAttente)
| sinon cpt{(%, 7),a) + total
| si D; = @ alors retourner faux
| retourner vrai

4.6 Algorithmes de recherche

Haralick et Elliot [Haralick and Elliot, 1980) ont présenté des procédures qui
fonctionnent avec un filtrage pendant la recherche. Elles se distinguent par le type de
filtrage qu'elles utilisent. Nadel [Nadel, 1988] a établit le rapport entre ces procédures
et le type de consistance qu'ils utilisent. Il propose quatre algorithmes qu'il note
TS + AC;, pour Tree-Search + Arc-Consistency, I'indice 1 correspond au type de
consistance effectivement utilisée. Les deux plus connus sont T'S + AC, /4 ou Forward-
Checking et T'S + AC; ou Really Full Lookahead.

Jusqu’a présent, on a considéré que le meilleur algorithme en pratique était le
Forward-Checking. Mais les travaux récents de Sabin et Freuder [Sabin and Freuder,
1994a; Sabin and Freuder, 1994b] montrent qu’il faut se méfier de ce genre d’a priori.
De plus, I’amélioration des performances des algorithmes d’AC permettent d’envisa-
ger une utilisation encore plus efficace de I'algorithme Really Full Lookahead.

Il est évident que plus le filtrage utilisé sera fort plus le nombre de noeuds étudies
par la procédure de recherche sera réduit. Un filtrage appliqué de maniére systé-
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matique permet d’élaguer I’arbre de recherche. Cependant I'utilisation d’un filtrage
entraine un coiit supplémentaire en temps. Une méthode sera donc efficace si le com-
promis entre le surcofit dii au filirage et 1’élaguage réalisé est bon.

4.6.1 Forward-Checking (FC)

Nous abrégerons dans la suite Forward-Checking par FC.

D’apres Nadel, cet algorithme a été proposé pour la premiére fois par McGregor
[McGregor, 1979). Ce dernier le préconise pour résoudre Iso-ssgrpartiel.

Cet algorithme analyse le voisinage immédiat de la derniére variable instanciée,
pour éliminer dans les domaines des variables non encore instanciées toutes les va-
leurs qui sont directement incompatibles avec l'instanciation courante. La nouvelle
fonction ELIMINERINCONSISTANCESLOCALES (cf algorithme 13) réalise cette propa-
gation. Une valeur ne peut plus étre incompatible avec des réductions de 'instancia-
tion courante, puisque les inconsistances sont éliminées immédiatement aprés chaque
augmentation. Le principe de I’algorithme de recherche de toutes les solutions est
inchangé. Mais comme une instanciation peut entrainer la suppression de certaines
valeurs, il est nécessaire de mémoriser ces suppressions afin de pouvoir restaurer le
réseau dans I’état ou il se trouvait avant I'instanciation. C’est la fonction RESTAU-

RERCSP qui est chargée de cette tache.

Algorithme 13 Forward-Checking.

ELIMINERINCONSISTANCESLOCALES(i I, k) : booléen
consistant « vrai
(ziya) « I{k]
pour chaque z; € I'(z;) tant que consistent faire
pour chague b € D; faire
| si ~Ci;(a,b) alors sSUPPRIMER(b, Dj, k)

si D; = @ alors consistant « faux
retourner consistant

L'utilisation de FC sur notre exemple donne I’arbre de la figure 4.7. Cet arbre
comprend 22 noeuds, 22 retours-arriére, 16 échecs, 38 instanciations dont 16 libres et
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x1

X

(@)

- 0

x5 (&)

x6 (a)
Solution

FIG. 4.7 - Arbre de recherche engendré par l'algorithme Forward-Checking

22 forcées.

Comparativement a la procédure de recherche systématique (backtrack) cette pro-
cédure est beaucoup plus efficace du point de vue du nombre de noeuds engendrés,
du nombre d’échecs et du nombre d’instanciations. Cependant, pour comparer ces
deux méthodes il faut aussi prendre en compte le nombre de tests de consistance
effectués. En général méme si 'on fait localement plus de tests, le nombre de noeuds
engendrés par FC est nettement inférieur & celui engendré par le backtrack, si bien
que globalement FC fait aussi moins de tests de consistance. Le coiit du filtrage aprés
chaque instanciation est en O(deg(z;)d). Cette majoration est forte; plus finement elle
s'exprime par: Y, er(z;) | ;|- Pour une branche de I'arbre de recherche, la complexité
Sera en Y..ex Yoz;er(s;) [Djls ¢'est-a-dire en O(ed).

Comme pour l'algorithme backtrack, nous pouvons caractériser le FC:

Propriété 6 Une instanciation partielle Ix: est atteinle 51 el seulement si: VIxn
une réduction de Ix/, Vz; € X — X",3b € D; tel que Ixn U {(z;,b)} soit localement

consistante.

4.6.2 Really Full Lookahead (RFL)

Damns la suite nous abrégerons Really Full Lookahead par RFL.
Cet algorithme réalise un filtrage par consistance d’arc aprés chaque instanciation.
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x abecdefgh

X3

x4

x6

Solution

FI1G. 4.8 - Arbre de recherche engendré par lalgorithme Really Full Lookahead.

Nous verrons dans le chapitre 6 de la thése que 'on ne peut pas considérer qu’il y
a maintien de la consistance d’arc pendant toute la procédure de recherche. Apres
chaque augmentation, on étudie la consistance du réseau et comme pour FC, toutes
les modifications liées & une 1nstanciation et au filtrage qui s’en smivent doivent étre
mémorisées pour rétablir le réseau dans le méme état qu’avant. L'algorithme 14 pro-
pose une implémentation possible de la fonction ELIMINERINCONSISTANCESLOCALES
pour mettre en oeuvre l’algorithme RFL.

Algorithme 14 Really Full Lookahead avec AC-3.

ELIMINERINCONSISTANCESLOCALES(i (g, z;i), I, k) : booléen
pour chaque b € D; tel que b # a faire SUPPRIMER(b, D;, k)
AJOUTER(C,, listeAttente)

/* appel de la propagation de la consistance d’arc */
retourner AC-3(listeAttente)

Pour notre exemple, ’arbre de recherche est extrémement réduit (cf figure 4.8).

On a seulement étudié 6 noeuds, 6 retours-arriére, fait 13 instantiations dont 7
libres et 6 forcés et on a rencontré 7 échecs. Mais cette fois le nombre de tests de
consistance risque d’étre plus élevé que pour FC, car on filtre tous les domaines des
variables non instanciées par la consistance d’arc, dont le coiit est en O(ed®), si I'on
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emploie AC-3. Mais on obtient la méme complexité pour une branche de 'arbre de
recherche.
La caractérisation du cet algorithme est résumée par la propriété suivante:

Propriété 7 Une instanciation partielle Ix est atteinte st et seulement st Ix: est
localement consistante et si le sous-réseau R' = (X,D',C), ou D' = {D; € D|z; €
X - X'}u{D; = {a}|(z:,e) € Ix'} ne vérifie pas l'inconsistance d’arc.

4.7 Heuristiques sur ’ordre des instanciations

Le nombre de noeuds parcourus par ’algorithme de recherche dépend de I'ordre
choisi pour I'instanciation des variables. Etudions, par exemple, ’arbre de recherche
de la procédure backtrack pour |'ordre (z3, 24, Z5, T2, Z, 1) qui est donné par la figure
4.9

xs (bcdefgh ) (bcdefgh )
|

x2 G:defgh) &cdc:fghj

x6 libcdefgh l

xl abcdefgh

Soluuon

Fi1G. 4.9 - Arbre de recherche engendré par l'algorithme backtrack pour lUordre

(:Ea, T4,7Ts5, T2, Ts, z1)-

Cet arbre est tres réduit par rapport & celui engendré par 'ordre (z,, T2, 23, 24, X5, Ts)
Il comprend seulement 10 noeuds et 56 augmentations. L’importance d'un bon choix
est donc trés clairement exprimée.

Suivant qu'on s’intéresse & la recherche d’une seule ou de toutes les solutions, les
heuristiques sur les ordres d’instanciation ne seront pas les mémes. Si une seule solu-
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tion est recherchée, il vaut mieux choisir d’abord les variables les moins contraintes.
Par contre, si I’on recherche toutes les solutions, il est préférable de choisir en premier
les variables les plus contraintes. Le fait qu'une variable est contrainte peut étre vu de
plusieurs maniére différentes. Cette notion peut correspondre au degré de la variable
dans le graphe des contraintes, mais aussi & I'inverse du nombre de n-uplets contenus
dans les contraintes.

Les travaux les plus importants dans ce domaine sont dus & Haralick et Elliot
[Haralick and Elliot, 1980}. Ils ont notamment établi le first fail principle qu
suggére de commencer par instancier la variable qui a le plus de chance de conduire &
une impasse, car le retour-arriére sera moins coiteux que si on instancie cette variable
plus tard dans I’arbre de recherche.

Les variables peuvent étre ordonnées soit une fois pour toule et avant de
commencer la recherche, on parle d’ordre statique sur les variables, soit pendant
la recherche et I'ordonnancement est dit dynamique.

4.7.1 Ordonnancement statique des variables

Avec un ordonnancement statique la variable choisie & un niveau k est toujours
la méme. Toutes les augmentations de n’tmporte quelle instanciation par-
tielle I atteinte au niveau k impliquent toujours la méme variable.

Dechter et Meiri [Dechter and Meiri, 1989} proposent les trois ordonnancement
suivants:

~ la cardinalité mazimale, la premiére variable est sélectionnée arbitraire-

ment; & chaque étape, la variable choisie est celle qui est connectée avec le plus
grand nombre de variables déja sélectionnées.

- le degré mazimum, c’est 'ordre décroissant des degrés des variables dans le

graphe des contraintes.

- la largeur minimum, I'ordre est établi de la derniére variable vers la premiére,
en sélectionnant A chaque étape le sommet de degré minimal dans le sous- graphe
des contraintes induit par la suppression des variables déja sélectionnées.

Si 'on considere le réseau de contraintes construit pour lso-ssgrpartiel, le méme
résultat est obtenu par les trois ordres précédents car le graphe des contraintes est
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complet. Comme I’a remarqué McGregor, il faut dans ce cas définir 1'ordre en ne
s'intéressant uniquement qu’aux contraintes d’adjacence. Pour certains graphes les
ordres ne seront plus les mémes. Ainsi pour le probleme de la figure 4.10 les trois
ordres seront différents.

2 7 9
6 /\
1 3 3 10
4 5
Ordres :

Cardinalité maximale : 12345678910
Degré maximum : 17102489563
Largeur minimum - 17102986453

FIG. 4.10 - Un réseau de contramntes et différents ordres d’instanciation possibles.

On peut choisir les variables selon des critéres plus ou moins complexes. Bessiére
propose dans sa thése ’ordre obtenu & partir du critére croissant suivant:

critére(z;) = |D;|*/ X poids(Cy,), VC;j € C contraignant x;
avec poids(Ci;) = |D; x Dj|/|Ci;l-

Pour |’exemple 4.1 on obtient:

potds(Cyz) = 56/17; poids(Ca3) = poids(Cys) = 21/6;
poids(Ca) = 9/2; pords(Css) = 21/8; pords(Cye) = 24/9
D’ou

critére(z,) = 8, 11; critere(z;) = 4, 77; critére(z;) = 0, 79;
critére(zy) = 0, 69; critere(zs) = 6,03; critére(zs) = 8,82.

Ce qui donne l'ordre croissant: z4, z3, T2, Ts, T1, Tg.

Cet ordre donne un arbre de recherche un peu moins bon que le précédent. On
remarquera toutefois que cette méthode présente I’avantage de ne pas seulement tenir
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compte de la structure du graphe des contraintes, ou bien du nombre d’éléments
présents dans les domaines, mais des deux 2 la fois.

4.7.2 Ordonnancement dynamique des variables

Cette fois-ci 1’ordre n’est plus déterminé une fois pour toutes avant la recherche,
mais aprés chaque instanciation. L’heuristique la plus connue a été proposée par
Haralick et Elliot [Haralick and Elliot, 1980). Elle consiste & choisir, aprés chaque
instanciation, la variable qui a le moins de valeurs dans son domaine. Remarquons,
cependant, que toutes les augmentations d’une instanciation partielle impliquent tou-
Jours la méme variable. Ce qui ne signifie par nécessairement que toutes les augmenta-
tions des instanciations partielles atteintes au niveau k impliquent la méme variable,
comme cela était le cas avec un ordre statique.

Pour que cette idée présente de 'intérét il faut la coupler avec une procédure
look-ahead, sinon l'ordre ne sera pas réellement dynamique. Dans ’exemple, nous
obtiendrons I’arbre de recherche suivant:

Solution

F1G. 4.11 - Arbre de recherche engendré par Ualgorithme Forward-Checking avec

ordre dynamique.

Au niveau 3, la variable choisie n’est pas toujours la méme, 1’ordre est donc bien

dynamique.
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4.7.3 Ordonnancement des valeurs

Si I’on cherche une solution, cet ordre a particuli¢rement de 'importance. En effet,
si le CSP admet une solution et que I’on choisit pour chaque variable la valeur qu’elle
prend dans la solution, alors on trouvera cette solution sans aucun échec et sans
aucun retour-arriére. Il existe le méme type d’heuristiques pour le choix des valeurs
que pour 'ordonnancement des variables.

4.8 Evaluation des méthodes

Dans les chapitres suivants, nous allons proposer des améliorations de certains al-
gorithmes utilisés pour résoudre les CSP. Ces algorithmes vont permettre d’accélérer
la recherche de solutions pour Iso-ssgrpartiel, mais ils ne sont pas particuliérement
dédiés a ce probléme et peuvent étre aussi utilisés dans le cas général. Aussi nous
avons eu ’ambition de mettre en oeuvre un processus expérimental nous permettant
d’évaluer les performances de ces nouveaux algorithmes et méme de ceux précédem-
ment proposés dans le cas général. Une telle évaluation est difficile pour au moins
deux raisons. D’une part, parce que les CSP issus de problémes réels se résolvent sou-
vent en utilisant des heuristiques stmples, mais malheureusement trop dépendantes
du domaine pour étre généralisées. D’autre part, parce qu'il est difficile d’établir un
processus expérimental qui permette d’affirmer que les comparaisons faites relevent
du cas général. Jusqu's présent, la plupart des tentatives de comparaisons ont été
faites sur des CSP particuliers, tels que: le probléme des dames (il s’agit de placer n
dames sur un échiquier n x n, sans que deux dames puissent se prendre selon les régles
du jeu d’échec), le probléeme du zébre (voir annexe 2), ou bien des CSP engendrés de
maniére aléatoire. Les travaux les plus marquants sont ceux de Haralick et Elliot et
ceux de Nadel. Leurs résultats ont conduit aux conclusions suivantes:

- La procédure de prétraitement ayant le meilleur rapport entre ’efficacité et le
colit est la consistance d’arc, et il est intéressant de 1’utiliser.

- La procédure de recherche la plus efficace est FC. Il semble préférable de ne pas
utiliser de filtrage trop puissant lors de la procédure de recherche.
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— Les heuristiques basées sur les choix les plus contraints donnent les meilleurs
résultats.

Cependant ces conclusions ont été récemment remises en cause par Sabin et Freu-
der [Sabin and Freuder, 1994a; Sabin and Freuder, 1994b). Aprés de nombreuses
expérimentations, ils ont constaté les deux faits suivants:

1. L’idée communément admise qui affirme que 1’utilisation d’un filtrage comme
prétraitement réduit 'espace de recherche n’est pas toujours vérifiée en pratique.

2. Il vaut mieux utiliser un algorithme de maintien de la consistance d’arc pendant
la recherche plutét que FC.

Pour établir le premier fait, Sabin et Freuder ont comparé sur des CSP aléatoires -
de 50 variables, 8 valeurs avec un taux de satisfaisabilité de 50%, FC avec 'ordre
dynamique sur les variables qui consiste & prendre la variable ayant le plus petit
domaine, que nous noterons FCdmin, et le méme processus précédé du filtrage par
consistance d’arc AC-4, que nous noterons AC-FC. IIs ont observé trois phénoménes
pour le nombre de tests de consistance réalisé:

— AC-FC est moins bon en moyenne que FCdmin.

— Le filtrage par consistance d’arc prend parfois plus de temps que la résolution
du probléme par FCdmin.

- Les efforts de recherche de FC sont quelquefois plus importants apres un pré-
traitement que lorsque celui-ci n’a pas été effectué.

Les conclusions auxquelles ils aboutissent sont établies & partir du nombre de tests
de consistance réalisés et elles se vérifient nettement moins si I’on prend plutét en
compte le temps. On peut raisonnablement conclure de cette expérimentation que
I'ordre dynamique basé sur la minimalité des domaines ne semble pas étre le meilleur
ordre pour AC-FC. Il ressort d’ailleurs de travaux récents de certains auteurs (Baker,
1994] que les performances des ordres sont tout autant dépendantes de I’algorithme
employé que du domaine d’application. Nous partageons entiérement ce point de vue.

Processus expérimental
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Nous allons briévement présenter le processus expérimental permettant d’évaluer
les méthodes que nous proposerons dans les chapitres suivants pour différents types
de CSP.

Pour tester la résolution de Iso-ssgrpartiel nous avons choisi de ne considérer que
des exemples réels plutdt que des exemples générés aléatoirement. A partir d’une
base de données de graphes moléculaires contenant plus de 16 000 molécules, nous
avons sélectionné les squelettes? des molécules ayant plus de 20 sommets. Nous avons
ensuite constitué une base de tests en choisissant aléatoirement 10 000 couples de
graphes tels qu’a priori il soit possible qu’il existe un morphisme injectif du premier
élément du couple dans le second, autrement dit que tout couple (H,G) vérifie:
X < Xg et Eg < Eg et degrémaz(Xy) < degrémaz(Xg). 17% des tests vérifient
P'inconsistance d’arc et dans 4% des cas il existe un morphisme injectif entre les deux
graphes.

Les autres problémes réels utilisés sont les problemes d’affectation de fréquences
(Radio Link Frequency Assignement Problem, RLFAP en abrégé). Leurs instances
sont disponibles par internet via une messagerie électronique automatique
(csp-list@saturne.cert.fr)5. Ce type de probléme consiste & affecter des fréquences
a des noeuds de communication de telle sorte qu’aucune interférence n'intervienne. Ii
g’agit de rechercher si les réseaux admettent une solution, et dans le cas ou ils n’en
possédent pas, de maximiser une fonction. Nous nous sommes limités a la recherche
de solution. L'intérét de ces problémes est leur diversité, certains sont trés faciles
et d’autres treés difficiles, et leur taille qui est importante (900 variables possédant
environ 30 valeurs et plus de 4000 contraintes pour certains). Nous présentons leurs
caractéristiques dans le tableau donné en figure 4.12.

Nous présenterons aussi des résultats pour les CSP aléatoires. Les expérimenta-
tions faites pour ce type de CSP sont trés discutables d’un point de vue théorique,
mais elles présentent I'avantage d’étre utilisées par de nombreux auteurs. Pour tenter
de comparer de maniére générale les algorithmes, I'idée est de construire des réseaux
de contraintes de maniére aléatoire, puis de tester les différentes méthodes de résolu-

4. Le squelette d'une molécule est le graphe moléculaire sans ses étiquettes, c’est-a-dire que l’on

ne tient compte m des types des atomes ni de V'ordre des liaisons.
5. Comme cela nous est explicitement demandé, nous remercions le Centre Electronique de 'Ar-

mement pour nous avoir fourni ces problemes.
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RLFAP-1 | RLFAP-2 | RLFAP-3 [ RLFAP-4 | RLFAP-5 | RLFAP-6
variables [ 916 200 400 680 400 200
contraintes | 5548 1235 2670 3967 | 2598 1322
RLFAP.7 | RLFAP-8 | RLFAP-9 | RLFAP-10 | RLFAP-11 |
variables | 400 916 680 680 680

contraintes | 2865 5744 4103 4103 4103

Pour tous les problémes les variables peuvent prendre environ 30 valeurs.

FI1G. 4.12 - Caractéristiques des problémes d’affectation de fréquences.

tion sur ces réseaux.
Nous avons construit les réseaux de contraintes aléatoires & partir des parameétres

suivants:
-~ le nombre n de variables.

- la taille d de chaque domaine. Tous les domaines ont la méme taille.

— la densité pc du graphe des contraintes, c’est-a-dire que le graphe possede
pc X n(n — 1)/2 arétes.

— la probabilité pu qu'un n-uplet d’une contrainte soit admissible.

Méme si la construction aléatoire a comme objectif de prendre en compte les
différents types de problémes que I'on peut rencontrer, elle ne permet pas de mettre
en évidence certains cas particuliers, comme par exemple les réseaux dont le graphe
des contraintes est régulier. De plus il est quasiment impossible de simuler avec cette
méthode certains problémes réels en respectant leurs caractéristiques. Ainsi, certains
problémes d’affectation de fréquences ont une densité de I'ordre de 1% et sont trés
difficiles & résoudre, et nous n'avons pas réussi & reproduire ce type de probléme avec
des réseaux de contraintes aléatoires.

Nous insistons sur le fait qu'il ne s’agit pas ici d’utiliser les problémes aléatoires
afin de déterminer une méthode générale de résolution. Notre but est seulement de
comparer les performances de plusieurs algorithmes a I'aide de ce type de problémes.
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Tous les algorithmes présents dans cette thése ont été implémentés en C++ et
compilé avec le compilateur Solaris 2.0 avec I'option -O3. Tous les temps ont été
mesurés sur une SPARC-5.
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Chapitre 5

Amélioration de la consistance

d’arc

Ce chapitre réunit et étend des travaux réalisés dans un premier temps de maniére
indépendante par Bessitre et Régin [Bessiére and Régin, 1995 et par Freuder [Freuder,
1994; Freuder, 1995), puis ensemble [Bessiere et al., 1995] dans un second temps.

Disposer de tous les couples admissibles des contraintes, sans avoir besoin de les
calculer, dés la construction du réseau de contraintes est un avantage important pour
filtrer un réseau par la consistance d’arc. Or, de maniére générale, cette informa-
tion n’est pas disponible et le coiit d’un test de consistance n’est pas nécessairement
négligeable. Il est donc important que les algorithmes d’AC effectuent le moins pos-
sible de tests de consistance. C’est pourquoi nous proposons dans la premiére partie
de ce chapitre deux algorithmes qui utilisent les propriétés des contraintes afin de
déduire le résultat de certains tests de consistance. Le premier, appelé AC-7, tire
parti de la bidirectionnalité des contraintes, propriété simple commune a toutes les
contraintes; I’'autre, dénommé AC-Inférence, généralise 1'idée de déduction de la pré-
sence ou de I’absence de support utilisé par AC-7 pour les contraintes bidirectionnelles
a des contraintes présentant des propriétés plus complexes. Nous identifions plusieurs
propriétés des contraintes permettant de telles déductions.

AC-7 est un algorithme général de consistance d’arc, car il ne dépend pas de pro-
priétés particulidres liées A une classe limitée de contraintes. Il utilise simplement la

bidirectionnalité des supports: si (3, a) supporte (3, b) alors (j, b) supporte aussi (i,a).
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L’exploitation de cette propriété confere & AC-7 un avantage par rapport aux autres
algorithmes d’AC. De plus limiter 1’attention d’AC-7 4 la bidirectionnalité autorise
une implémentation efficace en espace qui est comparable aux meilleurs algorithmes,
ce qui n'est pas possible avec AC-Inférence. D'un autre coté, AC-Inférence permet
d’obtenir une meilleure efficacité en temps en tirant avantage de certaines connais-
sances sur des classes de contraintes réduites. Par ailleurs, une forme particuliére de
déduction peut étre faite en regroupant les contraintes identiques, c’est-a-dire celles
dont la sémantique est la méme et portant sur les mémes domaines. L'idée est de
mettre en commun le travail réalisé pour ces contraintes afin d’éviter des répétitions
inutiles. Le regroupement de ces contraintes permet également de réduire la com-
plexité en espace d’AC-Inférence.

Les travaux que nous venons de mentionner ne sont pas utilisables pour Iso- -
ssgrpartiel puisque les contraintes sont données en extension. La seconde partie de ce
chapitre propose certaines heuristiques permettant d’accélérer trés souvent la ferme-
ture par consistance d’arc. Notamment, nous remettons en cause le schéma classique
des algorithmes en abandonnant ’emploi de deux phases successives et distinctes,
c’est-a-dire une d'initialisation et une de propagation, pour adopter un nouveau
schéma dans lequel toute valeur sans support est immédiatement propagée.

Nous commencerons par présenter une expérimentation montrant 1’avantage que
procure la connaissance de tous les couples admissibles des contraintes. Puis, nous
détaillerons les algorithmes AC-7 et AC-Inférence. Nous nous intéresserons alors au
principe de déduction des supports et au regroupement des contraintes identiques.
Ensuite nous proposerons deux heuristiques permettant d’accélérer le processus de
fermeture par consistance d’arc. Enfin, nous donnerons un certain nombre de résultats
expérimentaux mettant en évidence 'intérét de notre approche.

5.1 Connaissance des couples admissibles

Disposer de cette connaissance est un avantage trés important. Pour nous en
convaincre nous avons comparé deux versions d’AC-4 et deux versions d’AC-6 pour
Iso-ssgrpartiel. La premiére version de chaque algorithme n'utilise pas cette connais-
sance tandis que ’autre la prend en compte. Dans ce dernier cas, la fonction d'initia-
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lisation d’AC-4 et la fonction existeSupport d’AC-6 sont celles qui ont été présentées
dans le chapitre précédent. Les contraintes de différence ont été implémentées selon
la méthode proposée par Mohr et Masini.

Le tableau suivant résume les résultats que nous avons obtenus. Les temps donnés
sont les temps totaux pour filtrer 10 000 réseaux.

ACH4 AC-4 modifié AC-6 AC-6 modifié
640170 ms | 68410ms |434674ms | 47676 ms

Il apparait clairement que la connaissance de tous les couples autorisés est un
avantage énorme, puisque l’on gagne presque un facteur 10. Notons aussi que chaque
version d’AC-6 est meilleure que la version correspondante d’AC-4, mais qu’AC-4
modifié est plus performante que la version classique d’AC-6.

5.2 AC-7

L’algorithme, appelé AC-7 dans ce chapitre et AC-6++ dans ses premiéres ver-
sions [Bessiére and Régin, 1994a; Bessitre and Régin, 1994b; Bessitre and Régin,
1995}, qui est présenté ici calcule la fermuture par consistance d’arc aprés un nombre
optimal de vérifications de tests de consistance en utilisant 1'indirection des contraintes,
Ci;j(a, b) = Cji(b,a), tout en conservant les propriétés d’AC-6.

La redondance potentielle dans la recherche de support bidirectionnel a été recon-
nue auparavant. En effet, quand AC-3 supprime une valeur du domaine d’une variable
7, car elle n’a plus de support sur Cj;, il réalise que cette suppression ne peut pas
priver une valeur de D; de support sur Cj;. DEEB [Gaschnig, 1978] utilise une pro-
cédure “rewvise-both” qui anticipait plus directement AC-7. Aprés avoir recherché un
support pour les valeurs de D; sur une contrainte C;;, il recherchait immédiatement
un support sur Cj; pour les valeurs de D;, mais seulement pour celles qui ne sont pas
déja des supports pour les valeurs de D;. Gaschnig met en évidence que cela permet
d’éviter des vérifications non nécessaires effectuées par AC-3 la premiére fois que la
viabilité des valeurs de D; et D; sont vérifiées entre elles. Mais Gaschnig conclut, de
maniére incorrecte selon nous, que DEEB évite aussi tous les tests de consistance que
AC-3 évite en utilisant la bidirectionnalité.
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Aucun algorithme jusqu’a présent n’a utilisé de déduction de supports basé sur
la bidirectionnalité. Par exemple supposons que la premiére valeur, d,, et la derniére
valeur, djg, d’une variable z; soient supportées par la valeur (%,a). Si plus tard d,
est supprimée durant la phase de propagation, m1 AC-3, ni DEEB ne se souviendront
que a est supportée par dygp. En effet, ils auront besoin d’étudier les 98 autres valeurs
de z;, avant de redécouvrir que a est supportée par djo.

L’algorithme que nous proposons est une amélioration de AC-6 qui tient compte
de I'indirection des contraintes. AC-7 est optimal dans le nombre de tests de consis-
tance qu'il effectue, et conserve les complexités d’AC-6. Nous allons dans les sections
suivantes détailler le fonctionnement de cet algorithme.

5.2.1 Principes d’AC-7

La consistance d’arc est basée sur la notion de support. Aussi longtemps qu’une
valeur (7, a) a un support dans le domaine de chaque autre variable z; reliée 4 7, dans
le graphe des contraintes, (,a) est viable. Mais s’il existe une variable pour laquelle
a ne satisfait pas la contrainte, alors a doit étre éliminé de D;. AC-6, qui assigne un
ordre sur les valeurs de chaque domaine D;, recherche un support (le premier) pour
chaque valeur (4, a) sur chaque contrainte C;; pour prouver que (i,a) est viable a un
instant donné. Lorsque (j,b) est trouvé comme étant le plus petit support de (3, a)
sur Cyj, (4,a) est ajouté & Sj, la liste des valeurs qui ont (j,b) & Pinstant courant
comme plus petit support. Mais AC-6 n'utilise pas I'égalité entre C;;(a, b) et Cj;(b, a),
ainsi lorsqu'il recherche un support pour (j,b) sur Cj, il ne se sert pas du fait que
Cij(a, b) a peut &tre déja été vérifié pour de nombreuses valeurs a de z; lorsqu’on leur
recherchait des supports.

| Considérons par exemple deux variables z; et z; ayant pour domaines D; =
{a,b,c,d} et D; = {e, f,g,h} munis de I'ordre lexicographique et la contrainte Ci;
entre ces deux variables dont les couples admissibles sont (a, g), (b, &), (¢, e), (c, h),
(d,e),(d, f), (d, g)- Cette contrainte peut se représenter & I'aide du schéma donné en
figure 5.1, oll une aréte entre deux sommets indique 'admissibilité du couple.

Supposons que l'on ait recherché d’abord si les valeurs de z; sont viables sur Cij.
A ce moment nous aurons les listes de supports suivantes, si ’on ne considére que la
contrainte Cy; : Sje = {(t,¢), (3,d)}, Sjy = @, Sj = {(3,a)}, Sjn = {(3, )}
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a c
b f
c 4
d h

F1G. 5.1 - Une contrainte et ses couples admassibles.

Pour construire ces listes AC-6 a vérifié successivement pour la contrainte Cj; la
consistance des couples: (a, €), (a, f), (a, g), (b, e), (b, f), (b, 9), (b, h), (c, €), (d, €). Gra-
phiquement, nous pouvons exprimer cela par le dessin de la figure 5.2, ou une fléche
en pointillée exprime un test de consistance négatif, tandis qu’une fléche en trait plein
représente un test positif.

FI1G. 5.2 - AC-6: recherche de la wmabilité des valeurs de D;.

Etudions maintenant le comportement d’AC-6 lorsque 1'on recherche si les valeurs
de z; sont viables sur la contrainte Cj;. AC-6 étudie successivement les couples de
valeurs: (e, a), (e, ), (e, ¢), (f, @), (£,0),(f,¢), (f,d), (g,0), (h,a), (h,b).

Or, on peut immédiatement remarquer qu’avant la recherche de support sur Cii
pour la valeur e, la liste des supports S;. réduite a la contrainte C;; n’est pas vide.
Si la contrainte n’est pas orientée alors n’importe quelle valeur que e supporte sur
la contrainte Cj;, supporte également e sur la contrainte Cj;. On peut se servir de
ce résultat pour trouver plus rapidement un support. L'idée consiste donc a ne pas
rechercher systématiquement les supports en suivant l'ordre des domaines, mais plu-
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F1G. 5.3 - AC-6: recherche de la viabilité des valeurs de D).

tot A commencer par rechercher si la valeur n'est pas elle-méme un support. Cela
signifie que, st les contraintes ne soni pas orientées, on peut rechercher
un support pour une valeur sur une contrainte dans la liste des valeurs
supportées par cette valeur sur cette contrainte. Ainsi pour notre exemple,
on trouve un support pour e sur la contrainte Cj; grace 4 la liste S, réduite a la

contrainte Cj;, ce support est (3, ¢).

——>»  Vérifications inutiles car ¢ supporte ¢

F1G. 5.4 - Tests de consistance évités lorsque la liste des valeurs supportées n’est pas

vide.

On peut appliquer le méme raisonnement pour la valeur g de z;, pour trouver
le support (i,a). En procédant ainsi nous éviterons 1'étude de la consistance des
couples: (e, a), (e, b), (e, c), (g, a), (h,a), (h,b). Cette idée repose sur le fait que si I'on
a été amené A verifier positivement la consistance d’un couple, cette information
est mémorisée dans une liste de supports. Nous pouvons donc éviter de revérifier la
consistance d’un couple (e, a) sur une contrainte Cj;, si I'on a vérifié positivement une

consistance Cj;(c, e).
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Le probléme qui se pose maintenant est :

«Comment éviter de revérifier la consistance d’un couple (f,a) sur une contrainte
Cji si 'on a jamais vérifié positivement une consistance C;;(b, f)?»

Globalement, il s’agit ici d’exploiter de I'information négative. On est confronté &
ce probléme lorsque 1’on cherche un support pour la valeur f de z; sur la contrainte
Cji- En effet on a déja étudié la consistance des couples (a, f) et (b, f) pour Cij et
le résultat a été négatif. Comme précédemment, nous devons considérer uniquement
lors de 1'étude de Cj; ce qui c'est passé lorsque AC-6 a étudié la contrainte Ci;.
Considérons pour chaque valeur de z; la derniére valeur dans l'ordre du domaine de
D; pour laquelle une consistance a été vérifie. Deux cas sont alors possibles, soit
aucun support n’a été trouvé et dans ce cas la valeur a été supprimée de D, soit
une valeur consistante a été trouvée et c'est la derniére valeur étudiée. Aucune des
valeurs précédant (dans I'ordre de D;) la dernitre valeur étudiée n’est consistante
avec la valeur courante. Comme les contraintes ne sont pas orientées, nous pouvons
en déduire qu’une valeur p de D; n’est pas consistante avec les valeurs de D; dont la
derniére valeur étudiée sur C;; suit p dans P'ordre de D;. C'est ce résultat que nous
allons utiliser. Pour notre exemple, la derniére valeur étudiée pour a sur la contrainte
Ci; est g, a n'est donc pas consistante avec toutes les valeurs du domaines de D; qu
précedent g dans I'ordre de D;. Comme f précéde g dans ’ordre de Dj, nous savons
que f n’est pas consistante avec a et sans avoir A tester cette consistance. On peut
appliquer le méme raisonnement avec la valeur b dont la derniére valeur étudiée est
h qui est supérieure a f.

Si I'on applique les deux principes précédents 3 notre exemple nous étudierons
la. compatibilité des couples: (a,e),(a, f),(a,9), (b,¢), (&, f), (b, 9), (c,€), (d, e) pour
déterminer la viabilité des valeurs de D; pour la contrainte Cij, puis la compatibilité
des couples: (f,c), {f,d) pour déterminer les valeurs viables de D; par rapport 3 la
contrainte Cj;. On remarque un gain important par rapport & AC-6.



96 Chapitre 5. Amélioration de la consistance d’arc

Vérification inutiles car
la dernidre valeur étudiée pouraestg>f
la demnidre valeur étudiée pour besth > f

F1G. 5.5 - Tests de consistance évités grice & la mémonsation de la derniére valeur
étudiée.

1 J

" R tests de consistance réalisés
———-p lestnégatif

b f ———a  test posiiif

-
jpe
-
c < g
d h

F1G. 5.6 - AC-7: recherche de la viabilité des valeurs de D;.

5.2.2 L’algorithme

AC-7 est construit pour maintenir les quatres propriétés suivantes tout au long
de I'algorithme:

1. ne jamais vérifier Cy;(a, b} s'il existe ¢ encore dans D; tel que Cj,(a, c) ait déja
été vérifié positivement.

2. ne jamais vérifier C;;(a,b) 8'il existe ¢ encore dans D; tel que Cji(c, a) ait déja
été vérifié positivement.

3. ne jamais vérifier C;;(a,d) si:
(3a) Cij(a, b) a déja été vérifié.
(3b) Cji(b,a) a déja été verifié.

4. maintenir une complexité en espace en Ofed).
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tests de consistance évités car :
........ » laliste des valeurs supportées n'est pas vide
———>  lademitre valeur étudi€e est supérieurs

FI1G. 5.7 - Tests de consistance évités par AC-7 par rapport ¢ AC-6.

Les propriétés 1) et 3a) sont garanties par AC-6. Les propriétés 1), 2) et 3) défi-
nissent ce que I'on appelle 'optimalité d’AC-7. Cette optimalité est donc définje selon
un ordre pour les variables, un ordre pour les valeurs et un ordre pour les arétes. Elle
r’implique pas le nombre minimum de tests de consistance, mais un nombre minimal
selon l'ordre utilisé [Wallace and Freuder, 1992).

Sur la figure 5.7, la propriété 2) permet d’éviter la vérification des tests de consis-
tance Cji(e, a), Cji(e, ), C;i(h, a) et la propriété 3b) les tests Cji(g, a), C;i(h, b), Cji(e,c)
qui sont positifs et les tests Cj;(f, a), Cji(f, b) qui sont négatifs.

Le fonctionnement d’AC-7 est semblable & celui d’AC-6, le principe des phases
d’initialisation et de propagation est inchangé, aussi AC-7 impose comme AC-6 un
ordre total sur les domaines et des fonctions d’acces & certaines informations de
ces domaines (DERNIER, SUIVANT, SUPPRIMER), et manipule une liste (listeAttente)
contenant les valeurs supprimées des domaines et dont les conséquences de leur sup-
pression n’ont pas encore été étudiées.

Comme nous I’avons vu précédemment, AC-7 particularise les structures de don-
nées de AC-6 par rapport a chaque contrainte. Ainsi pour n’'importe qu’elle valeur
(i,a), AC-7 a besoin de connaitre les valeurs qu'’elle supporte pour chaque contrainte
et non plus pour ’ensemble des contraintes comme c'était le cas avec AC-6. Les listes
des supports sont donc spécialisées pour chaque contrainte. Nous noterons Sialj] l'en-
semble des valeurs de D; que a supporte pour la contrainte Cj;. On remarque immé-
diatement 1'égalité suivante: Sis = Ujerg)Sia[s).

La derniére valeur étudiée pour une valeur a d’une variable Z; sur une contrainte
Ci; est mémorisée A I'aide d’un tableau Lia[j]. Ce tableau représente la plus petite
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valeur de D; qui peut étre compatible avec (i,a). Ces tableaux sont nécessaires afin
de garantir la propriété 3a) et la propriété 3b) pour les tests de consistance négatifs.
La propriété 3a) est vraie dans AC-6 sans utiliser de tableaux car (5, b) est toujours
le plus petit support des valeurs contenues dans Sjs. Dans AC-7, cette propriété forte
n’est plus assurée.

Les nouvelles structures de données utilisées par I’algorithme sont donc:

- S;li] = {(¢,a)|(4,b) supporte (i,a) pour la contrainte Cj;}. C'est I'ensemble
des valeurs de D; pour lesquelles (7, b) est le support courant. Contrairement a
AC-6, le support courant n’est pas nécessairement le plus petit support.

- Lj,[5) indique la dernitre valeur de D; qui a été étudiée pour la valeur a de la
variable x; sur la contrainte C;;. Ces tableaux sont mis-a-jour par AC-7 afin de -
garantir que tout b de D; compatible avec (1, a) est plus grand que Ly,[7).

On considérera, pour ne pas réécrire inutilement les fonctions d'initialisation et
de propagation, que les structures de données sont correctement initialisées.

La fonction de recherche d’un nouveau support différe par rapport 34 AC-6. En
effet elle recherche tout d’abord un support dans Ia liste des valeurs supportées, puis
éventuellement dans le domaine, et dans ce cas, elle modifie le tableau des dernitres
valeurs étudiées. Lorsqu’une valeur atteinte n’appartient plus au domaine, elle est
supprimée de la liste des valeurs supportées, pour qu’elle ne puisse pas é&tre atteinte
Plusieurs fois. Comme pour AC-6, lorsqu’un nouveau support est trouvé pour une va-
leur sur une contrainte, cette derniére est supprimée de la liste des valeurs supportées
de son précédent support afin qu'elle ne puisse apparaitre au plus qu’une seule fois
dans une de ces listes pour chaque contrainte.

5.2.3 Implémentation des structures de données

La particularisation des listes de supports en fonction des contraintes pose 2 pro-
blémes, car elles sont utilisées de deux maniéres différentes:

1. Par la phase de propagation pour connaitre ’ensemble des valeurs que supporte
une valeur b d’une variable z; qui est supprimée de D;. Pour ne pas perdre de
temps, notamment par rapport & AC-6, cet accés doit pouvoir étre effectué
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Algorithme 15 AC-7: la fonction EXISTESUPPORT

EXISTESUPPORT(i z;,a,C;;,b) : booléen
trouvé + faux
/* recherche dans la liste des valeurs supportées */
tant que ~trouvé et S;,[j] # @ faire
¢ + PREMIER(Sa[5])
si ¢ € D; alors SUPPRIMER(c, Sia[4])
sinon trouvé < vrai
/* recherche dans le domaine */
tant que —trouvé et Li,[j] < DERNIER(D;) faire
¢ + SUIVANT(Li,[3], D;)
L[] + ¢
si Lj.[i] < a alors
| si Gij(a,c) alors trouvé + vrai

si trouvé alors

si b # nil alors SUPPRIMER((, a), Sjp)
| AJOUTER((%, a), Sjcli])

retourner trouve

rapidement et surtout sans forcément accéder & chacune des listes Sj,[i] pour
chaque voisin de z;, car il est possible que b ne supporte aucune valeur sur
certaines contraintes, c’est-a-dire que certaines de ces listes soient vides.

2. Par la fonction EXISTESUPPORT pour rechercher si une valeur @ d’une variable
z; posstde un support sur une contrainte Cj;. Cela se produit lorsque 'on ne
connait encore aucun support ou bien quand une valeur b de z; qui supportait
a vient & disparaitre et que 'on étudie les conséquences de cette suppression.
Comme on commence par rechercher un support dans la liste des valeurs que
a supporte sur Cj; c'est-a-dire dans la liste Si[j], 'algorithme doit pouvoir
rapidement accéder & une de ces listes. On retrouve ce type de probléme pour
les tableaux des derniéres valeurs étudiées.

Il faut, de plus, trouver une implémentation qu: respecte une complexité en espace
en O(ed) (cf propriété 4)
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On peut remédier au premier probléme en construisant la liste S, de 1’ensemble
des valeurs supportées par b sur toutes les contraintes C,; & partir de la concaténa-
tion de toutes les listes S;[é] qui ne sont pas vides. Chaque sous-liste Sj;[é} connait
sa position dans la liste Sj. Supposons par exemple que (z;, b) supporte:

sur C;; les valeurs: a,b,c.

sur Ci; aucune valeur.

gur Cy; les valeurs g, f.

On aura la liste S5b = {(z;, a), (i, b), (zi, ¢), (z1, a), (=1, £)}-

Pour retrouver les sous-listes correspondant & Sj(i], S;sk], S;5[{] on peut imagi-
ner un mécanisme de pointeurs. Ainsi une liste Sj,[t) possédera deux pointeurs, I'un
référencant le début de la liste Sjs[i] dans Sjy et I'autre la fin.

Deux types de suppression peuvent intervenir. L’une se produit pendant la phase
de propagation et est totale, ce qui ne pose pas de probléme car plus aucun accés a
ces listes ne sera fait. L’autre intervient lorsque 'on recherche un nouveau support a
une valeur dans une sous-liste. Les éléments rencontrés qui n’appartiennent plus au
domaine doivent étre supprimés pour qu'ils ne puissent pas étre atteint plusieurs fois.
Comme l’'accés & une sous-liste se fait toujours par I'intermédiaire d’un pointeur on
pourra le modifier aisément.

L’ajout d’un élément se fait toujours par rapport & une sous-liste donnée dont
les pointeurs associés sont connus. Il n’y a donc pas de probleme particulier liés aux
mises & jour.

Pour résoudre le second probléme il faut prendre quelques précautions afin d’éviter
une complexité en espace de I'ordre de n? qui peut étre supérieure  ed pour certains
réseaux. On doit pouvoir accéder & une liste de supports S;,[j] soit en sachant que
(4, a) était supportée par un (J, b), soit en passant par I'intermédiaire d’une contrainte
C;. Pour que ces accés se fassent rapidement, il faut que 'on puisse retrouver les
pointeurs d’une sous-liste & partir des contraintes. L’ensemble des pointeurs pour
une valeur doit donc étre codé sous la forme d’un tableau. Ce tableau ne doit pas
étre indicé directement par le numéro de la variable voisine, mais plut6t a 'aide
d’une indirection, sinon sa dimension serait n pour chaque variable. Par exemple, si la
variable z; est reliée aux variables 3,5,12,8 dans le graphe des contraintes, la dimension
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pointeur vers le début de 5,, il dans $;
pomnteur vers Ia fin de S, [j] dans Sia

pointeur vers le suivant dans la liste Sj
od b est LE support de a sur Cu

pointeur vers Cj i
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=3 pointeur vers la fonction
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Fic. 5.8 - AC-7: structures de données

a

b

du tableau doit étre 4 puisque z, a quatre voisins et non pas 12 qui est le numéro
de voisins le plus élevé. Le probléme réside dans la mise en oeuvre de ce mécanisme
d’indirection. Considérons une contrainte Ci; nous avons besoin de connaitre 1’indice
p par lequel on accéde aux tableaux des valeurs de z; supportées par les valeurs de z;,

c’est-a-dire aux tableaux S;.[p] et aussi & I'indice ¢ permettant d'accéder aux valeurs

de z; supportées par les valeurs de z;, ¢’est-3-dire aux tableaux S,.[q]'. Nous pouvons

mémoriser ces informations au moment de la construction du graphe des contraintes.
Par exemple supposons que la variable 4 soit reliée aux variables 3,5,12 et 8 dans

cet ordre et que la variable 5 soit reliée aux varables 6,9,4 dans cet ordre, alors la

1. Les tableaux S;.{p] et S.[q] étatent respectivement notés, jusqu'a maintenant, Si,[j] et S;.[1]
par abus de langage.
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contrainte Cys contiendra deux indices: 'un correspond a la position de 5 dans la liste
des voisins de 4 (ici 2) et 'autre & I'indice de 4 dans la liste des voisins de 5 (ici 3). De
maniére analogue, la contrainte Cs4 aura 3 comme premier indice et 2 comme second.
Si 'on attache maintenant la contrainte qui a été a I'origine du calcul d’un support
sur chaque support, on pourra toujours passer par son intermédiaire. En procédant
ainsi, le passage d'une liste de supports Si,[7] & une autre liste de supports Sj;[i] peut
donc se faire en O(1).

Un exemple de réalisation sur machine des structures de données est résumé par

la figure 5.8.

5.2.4 Preuves
Preuve d’AC-7

AC-7 est similaire & AC-6 excepté qu'il ne garantit pas la connaissance du plus
petit support pour une valeur sur une contrainte, mais seulement l'existence d’un
support et d’une borne inférieure avant laquelle aucun support n’existe.

Montrons que lorsqu’une valeur (3,5) n'a pas de support sur une contrainte Ciji,
tous les tests de consistance entre b et les valeurs de D; ont été effectués. Clest la
fonction EXISTESUPPORT qui réalise les tests de consistance. Cette fonction retourne
nil uniquement si la derniére valeur étudiée est la derniére valeur du domaine et si le
dernier test possible s’est avéré négatif. Par conséquent, toutes les valeurs du domaine
ont été testées, et ’algorithme ne peut donc pas omettre un support.

A chaque fois qu’une valeur (7, b) est supprimée, elle est introduite dans la listeAt-
tente. Elle reste dans cette liste tant qu’un nouveau support n’a pas été recherché
pour toutes les valeurs que & supportait sur chaque contrainte contraignant z;. A
éhaque fois qu'une valeur n'a pas de support sur une contrainte, elle est supprimée
du domaine. Donc chaque valeur de chaque domaine a au moins un support dans DU
listeAttente pour chaque contrainte Cy;. AC-7 se termine avec une listeAttente vide.
Aussi aprés AC-7 chaque valeur de D a un support dans D sur chaque contrainte.
Donc D vérifie la consistance d’arc.
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Preuve d’optimalité

L’optimalité d’AC-7 est définie par rapport aux propriétés 1), 2), 3a) et 3b) pré-
cédemment présentées. Dans ce paragraphe nous montrons que ces propriétés sont
vraies tout au long de I'algorithme.

« propriété 1) et 3a):
Le raisonnement est le méme que pour AC-6. En effet, AC-7 arréte de rechercher un
support pour une valeur (i,a) sur une contrainte Cj; dés qu'il a trouvé le premier
support. Un test C;;(a, b) ne peut étre vérifié deux fois car AC-7 commence & recher-
cher un nouveau support pour (i,a) sur Cj; & partir de I'endroit ol il s’était arrété
lors de la précédente recherche.

» propriété 2):
A chaque fois qu’un test de consistance Cj;(a, ) est positif, AC-7 mémorise b dans
Sialj). AC-7 recherche un support pour (3,a) sur Cj; uniquement si S;,[j] N D; = @,
donc nous sommes siirs que C;;{a, b) n’est vérifié que dans le cas oul aucun autre test
précédemment effectué sur Cj; ne peut prouver que (4, a) a un support dans D;.

» propriété 3b):
Si Ci;(a, b) a déja été vérifié nous devons montrer que Cj;(b, a) ne peut pas 'étre. Si
Cij(a, b) a été positif, alors a est mémorisée dans la liste S;3{1). AC-7 commence par
rechercher un support dans la liste des valeurs supportées, ausst on est certain que
Cji(b,a) ne sera jamais testé car a sera trouvé dans la liste Sj[i]. Si Cj;(a,b) a été
testé négativement alors L;,[j] est strictement supérieur 3 b, ce qui interdit le test de
C;i(b,a) lors de la procédure de recherche d'un nouveau support.

5.2.5 Complexités en temps et en espace

Un test de consistance n’étant effectué qu'une seule fois, la complexité en temps
due aux vérifications de consistance est bornée par le nombre de tests possibles, c’est-
a-dire par O(ed?). La fonction EXISTESUPPORT, pour une valeur a d’une variable z;
sur une contrainte Cy;, a un coiit global maximal en O(d). Le cout global, c’est-a-dire
quelque soit le nombre de fois ou la fonction est appelée, de EXISTESUPPORT est en:
Yriex Laen; Lierz) O(d) = O(ed?). La complexité en temps d’AC-7 dans le pire des
cas est donc en O(ed?).

La complexité en espace d’AC-6 est dans le pire des cas en O(ed) & cause de la
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taille des listes Si,. Dans AC-7 chaque valeur a de chague variable T; est supportée
par une seule valeur pour chaque contrainte, ainsi pour une contrainte C.j, a ne peut
appartenir qu’a une seule liste Sj[i). Le nombre de valeurs de D; supportées sur
la contrainte C;; par toutes les valeurs de D; est égal au cardinal de D;. Pour une
contrainte C;j, le nombre de supports mémorisés est au maximum en O(d). Pour
toutes les contraintes, la complexité est donc en 2e x O(d) = O(ed). Nous devons
ajouter a cette complexité celle des valeurs mémorisées qui est trivialement en O(ed)
pour obtenir la complexité en espace d’AC-7 qui est donc en Of(ed).

5.2.6 Intérét d’AC-7 par rapport & AC-6

Peut-on affirmer qu’AC-7 est meilleur qu’AC-6 car il effectue moins de tests de
consistance? La réponse est évidente si ces tests sont coiteux, comme dans le cas
d’un accés disque ou d’un calcul qui ne s’effectue pas en O(1). Mais il ne faut pas
croire que lorsque les tests se font trés rapidement AC-7, devienne inintéressant. Nous
allons montrer que le travail réalisé par AC-7 n’est pas équivalent a celui fait par AC-6,
méme si I'on considére qu'un test de consistance est équivalent en temps & n’importe
quelle évaluation d’une expression conditionnelle du programme.

Des quatres propriétés qui sont maintenues par AC-7, deux ne le sont pas par

AC-6. Ce sont les propriétés 2) et 3b):

2) ne jamais vérifier C;;(a, b) 8'il existe ¢ encore dans D; tel que Cji(c,a) ait déja
été vérifié positivement.

3b) ne jamais vérifier Cy;(a, b) si C;i(b, a) a déja été vérifié.

Si l'on voit bien les conséquences de la propriété 3b), il n’en est pas de méme
pour la propriété 2). Cette derniére permet & AC-7 de gagner effectivement du temps
par rapport & AC-6. Ainsi dans l’exemple de la figure 5.1, lorsque I'on recherche un
support pour la valeur e sur la contrainte Cj;, AC-7 trouvera la valeur ¢ beaucoup
plus rapidement que AC-6 grace a la propriété 2). En effet AC-7 utilise le fait que
Cij(c, e) a déja été vérifié positivement, pour trouver un support & e sur la contrainte
Cji, tandis qu'AC-6 vérifiera Cj;(e,a) puis Cji(e,b) négativement avant de vérifier

Cji(e, c) positivement.
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D’autre part, cette propriété permet & AC-7 de réaliser moins de tests de consis-
tance que AC-6, méme si l'on compte les tests C;;(a,d) et Cji(b, a) pour un seul test.
AC-7 peut éviter, par rapport & AC-6, la vérification de la consistance d’un couple
(e, b) pour une contrainte Cj; prise dans n'importe quel sens, c'est-a-dire éviter aussi
bien le test C;;(a,b) que le test Cji(b,a). Sur 'exemple précédent, AC-7 trouve trés
rapidement le support (2,b) pour (4, k) sur la contrainte Cj;, car (3, k) est le support
de (i, b) sur Cj;, tandis qu’AC-6 trouvera ce support aprés avoir testé la consistance
de Cji(h,a), puis de Cj;(h,b). Le test Cji(h,a) n'a été réalisé dans aucun sens par
AC-7.

Ce gain est réel méme si I’on considére qu'un test de consistance est équivalent en
temps & n’importe quelle évaluation d’une expression conditionnelle du programme.
Pour mettre cela en évidence, étudions le comportement des algorithmes pour une
contrainte d’égalité. Dans ce cas, les seuls couples admissibles sont ceux pour lesquels
les deux valeurs sont égales.

Si les deux variables ont le méme domaine de taille 4, il faudra aux deux algo-
rithmes 3°;_; 4% tests de consistance pour déterminer les valeurs viables de D;. AC-7
utilisera en plus d tests pour vérifier que les listes des valeurs supportées sont vides.
Par contre, pour déterminer les valeurs viables de D;, AC-6 refera 3;., 4¢ tests de
consistance tandis que AC-7 ne fera que d tests pour trouver les supports dans les
listes des valeurs supportées. Le bilan, tous tests confondus, est donc largement en
faveur de AC-7. Cet exemple nous permet d’établir la propriété suivante:

Propriété 8 AC-7 peut éuiter, par rapport @ AC-6, O(d?) tests de consistance pour

des domaines de taille d.

Il est important de remarquer que nous avons établi cette propriété sans considérer
la phase de propagation ol d’autres économies peuvent étre réalisées. Toutefois, nous
devons nuancer ce résultat par le fait que la recherche systematique dans la liste
des valeurs supportées et la mémorisation des derniéres valeurs étudiées représentent
des instructions supplémentaires par rapport & AC-6. Nous verrons dans la partie
consacrée au comportement expérimental des algorithmes que cela ne pénalise pas
beaucoup AC-7.
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5.2.7 Quelques petites améliorations d’AC-7
La fonction de recherche d’un suivant dans le domaine

La fonction SUIVANT(a, D;) mérite une étude approfondie. Elle retourne la valeur
de D; immédiatement supérieure & a. La premiére maniére pour obtenir ce résultat
consiste & balayer successivement les valeurs supérieures 4 a dans le domaine initial
tant qu’elles n’appartiennent pas au domaine courant. Le code trivial est:

a+—a+ltant quea & D; fairea—a+1

Avec cette méthode on risque d’atteindre un grand nombre de valeurs du domaine
initial qui n’appartiennent plus au domaine courant. Bessiére [Bessiére, 1994] propose
une amélioration de cette recherche.

Le nouveau principe consiste & remplacer a < a+1 par a + DERNIERSUIVANT(a, D;),
oll DERNIERSUIVANT(a, D;) est la valeur a' qui était égale & SUIVANT(a, D;) quand a
a été supprimée de D; (si a n’est pas la derniére valeur du domaine). Si les domaines
sont représentés avec une liste chainée, ce qui est généralement le cas, alors on peut
obtenir le résultat précédent en ne modifiant pas le chainage des valeurs qui sont
supprimées du domaine. Illustrons cela sur le domaine initial D; = {0,1,2,3,4,5}
auquel on a supprimé les valeurs 2 puis 3 puis 4 et enfin 1.

3. Ordre de
4, suppression

Si ’on recherche le suivant de 1 on trouve immédiatement 5, tandis que pour
trouver la valeur 5 & partir de 2, on étudiera 3 puis 4. Cette méthode n’est pas
coiiteuse et est toujours meilleure que la précédente.

On peut 'améliorer en théorie en utilisant une technique inspirée de ['union-find
de Tarjan (Tarjan, 1975). Elle consiste & mettre & jour le chainage lorsque I’acces
n’est pas direct. Dans notre exemple, lorsque I’'on cherche le suivant de 2 on parcourt
le chemin 2,3,4,5. Comme on peut étre amené A faire plusieurs fois cette requéte,
on nisque de parcourir plusieurs fois ce chemin. L'idée consiste & chainer toutes les
valeurs du chemin hormis 'extrémité, avec la valeur finale du chemin. Si ’on obtient
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un gain en théorie ce n’est malheureusement pas forcément vraj en pratique. En effet,
81 une seule requéte pour les valeurs 2,3 et 4 est faite alors |a mise a jour est inutile.
C’est pourquoi, nous avons décidé de ne pas implémenter cette derniére idée.

Insertion ou ajout dans les listes de supports?

Le nombre d’opérations effectuées par l'algorithme n’est pas équivalent si 1'on
insére en téte ou ajoute en fin les nouvelles valeurs supportées dans les listes de
supports. Cette différence apparait dans la fonction EXISTESUPPORT. En effet, on
recherche tout d’abord dans les listes de valeurs supportées. L'idéal serait de ne
Jamais rencontrer de valeurs qui n’appartiennent Pas au domaine courant. On pourrait
obtenir ce résultat en mémorisant pour chaque valeur ses Justifications, c’est-a-dire
les valeurs qui la font vivre sur chaque contrainte. Ainsi, lors de sa disparition, une
valeur pourrait se déconnecter des listes auxquelles elle appartient. Malheureusement,
en procédant ainsi on perd du temps par rapport & la méthode proposée car on réalise
systématiquement, & chaque suppression de valeur, le travail éventuellement effectusé
lors de la recherche d’un nouveau support. En effet des listes de supports peuvent
contenir des valeurs qui ne sont plus dans les domaines courant 3 la fin de algorithme
de fermeture par consistance d’arc. De Plus, si le réseau vérifie 'inconsistance d’are,
toute mise & jour non effectuée avant la détection de cette inconsistance se traduit
par du temps gagné.

On peut éviter de rencontrer certaines valeurs qui n’appartiennent pas au domaine
courant, ou plus exactement essayer de favoriser les cas pour lesquels les valeurs
rencontrees appartiennent aux domaines courants. Intuitivement on s’apergoit que
plus une valeur est introduite tardivement dans une liste de supports par la phase de
propagation, plus elle a de chance de ne pas étre supprimeée. Aussi l'insertion en téte
est préferable & 1’ajout en fin, car en insérant on a Plus de chance de ne pas trouver
de valeurs éliminées.



108 Chapitre 5. Amélioration de la consistance d’arc

5.3 AC-Inférence

5.3.1 Déduction de supports

Nous illustrons le principe de déduction de supports avec un exemple simple de
probléme de coloration. Le probléme consiste & assigner une couleur a (aquamarine),
b (bleu), ¢ (corail) & chacun des deux pays z; et z; tels qu'ils aient des couleurs
différentes. Ce probléme est trivial mais il va nous permettre d’illustrer notre propos.
Le réseau modélisant ce probléme a pour variables les deux pays et pour valeurs les
couleurs. La contrainte entre deux variables spécifie que deux pays ne peuvent pas

prendre la méme couleur.

c. bidirectionnalité

des supports

d. iméflexivité ¢. commutativité f. uréflexivité et
commutativité
@———— test positif effectué & ---- test pégatif effectué
<}— test positif déduit <} ---- test négatif déduit

Fi1G. 5.9 - Mise en évidence de l'intérét de la déduction de supports.

AC-4 vérifie chaque paire exactement deux fois, il fera donc d’apres la figure 5.9a.
18 tests de consistance pour réaliser la fermeture par consistance d’arc. AC-6 qut a
été dit comme étant optimal dans le sens ou il effectue seulement les vérifications
nécessaires réalise 8 tests de consistance (cf figure 5.9b.). Cependant, la déduction
de support basée sur la bidirectionnalité peut réduire davantage le nombre de tests
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réalisés. AC-6, AC-3 et AC-4 vérifient par exemple que (i, a) est supportée par (3, b)
et séparément étudie la consistance de Cj;(b, ). Ces algorithmes ne peuvent pas dire:
«Oh je sais déja que (j, b) est supportée, j'ai trouvé cela lorsque je cherchais un support
pour (i,a)». L'algorithme AC-7 que nous avons proposé peut effectivement dire cela.
Aprés avoir testé (i,a) avec (7,b) et trouvé que (j,b) supporte (i,a) il déduit que
(¢, a) supporte (7, 5). Cette déduction est simplement basé sur le fait que les supports
sont bidirectionnels. En utilisant de telles déductions AC-7 ne requiert seulement que
5 tests de consistance pour achever la consistance d’arc. Cela est montré en figure 5.9¢.
AC-7 utilise une connaissance particuliére sur les contraintes. Il est possible de prendre
en compte d’autres types de propriétés comme la réflexivité et la commutativité:

Définition 33 Soit C;; une contrainte bingire d’un réseau de contraintes:
« Ci; est commutative ssi Va,b € D; N D; : Cij(a,b) & Ci;(b, a).
« Ci; est anti-commutative ssiVa,b€ D; N D; : C;; (a,b) & C;;(b, a).
« Ci; est réflexive ss1 Ya € D; N D; : Ci;(a,a) est vras.
+ Ci; est anti-réflexive ss1 Va € D; N D; : Cy5(a, a) est fauz.

En tenant compte de ’anti-réflexivité des contraintes, le nombre de tests de consis-
tance est réduit a 4 (cf figure 5.9d). En effet cette connaissance nous permet de déduire
immédiatement que Cj;(a, a) est faux, rendant par la meme inutile ce test de consis-
tance. Supposons que nous sachions que les contraintes sont aussi commutatives. Cela
permet, encore une fois, de réduire le nombre de tests de consistance: il n’en faut plus
que 3 (cf figure 5.9¢). Par exemple aprés avoir tester Cj;(a, b) nous pouvons déduire
Ci;(b,a). Si 'on combine les deux propriétés précédentes le nombre de tests est réduit
a 2 (cf figure 5.9f).

5.3.2 Algorithme

Le fonctionnement d’AC-Inférence est semblable & celui d’AC-7. Le principe des
phases d'initialisation et de propagation reste inchangé. Seule la fonction de recherche
d’une nouveau support differe par rapport & AC-7. AC-Inférence abandonne la notion
de derniére valeur étudiée. En contrepartie 1l a besoin de deux nouvelles structures
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de données:

= Pa[j] = {(3,b)|Ci;(a,b) est connue comme étant vrai }. C'est I'ensemble des
valeurs de D; dont on sait qu’elles supportent (i,a), aprés avoir déduit ce ré-

sultat.

= Uili] = {(5,5)ICi;(a, b) est inconnu }. C'est I'ensemble des valeurs de D; dont
on ne sait pas si elles sont ou non des supports pour (i, a).

La fonction EXISTESUPPORT d’AC-Inférence est donnée par ’algorithme 16. Elle
appelle la fonction DEDUIRESUPPORT qui utilise les propriétés des contraintes pour
déduire & partir du résultat d’un test de consistance explicitement réalisé le résul-
tat d’autres tests. La recherche d’un nouveau support se fait en deux étapes. Tout
d’abord, on recherche la présence d’un support dans la liste P. Si aucun support n’est
trouve, soit parce que la liste est vide, soit car tous les éléments n’appartiennent plus
au domaine, on teste la consistance des valeurs contenues dans la liste U jusqu’a
trouver un nouveau support. Supposons, par exemple, que ’on recherche un support
pour la valeur (2, e) sur la contrainte C;;. L'algorithme recherche une valeur de Py[5]
appartenant au domaine courant D; puis, 8'il n’en a pas trouvé, recherche dans Uialj)
la premiére valeur consistante. Pour chaque valeur b atteinte, 1'algorithme étudie la
consistance de Cj;(a,b) et supprime cette valeur de Uy[j] et la valeur a de Usp[t)-
Ensuite, il déduit grace aux propriétés de la contrainte, le résultat d’autres tests et,
éventuellement, met & jour d’autres listes I/ et des listes P.

I est important de noter que AC-Inférence n’est pas similaire & AC-4. Ce n’est pas
une implémentation astucieuse de ce dernier algorithme. L’idée du calcul du premier
support est présente dans AC-Inférence comme elle ’est dans AC-6 ou AC-7, alors
qu’elle ne I'est pas dans AC-4. Un tel algorithme permet donc d’envisager le méme
type de gain par rapport & AC-4 que ceux réalisés par AC-6.

5.3.3 Problémes liés a I'implémentation

Nous avons dit précédemment que pour chaque valeur b atteinte d’une liste Uialg),
lalgorithme étudie la consistance de Cj;(a,b) et supprime cette valeur de Us.l7] et
de Uj[d]. Si la suppression de (7, b) de la liste Uj,[4] ne pose pas de probléme, il n’en
est pas de méme pour la suppression de (i,a) de Uj|i]. En effet, comment peut-on
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Algorithme 16 AC-Inférence: la fonction EXISTESUPPORT

EXISTESUPPORT(i z;, a, Cij,b) : booléen
trouvé + faux
/* recherche dans la liste des supports connus */
tant que ~trouvé et Pi,[j] # @ faire
¢ + PREMIER(P,[j])
si ¢ & D; alors SUPPRIMER(c, P,[j])

sinon trouvé « vrai
/* recherche dans la liste des valeurs pouvant étre des supports */

tant que ~trouvé et Uy[j] # & faire
¢ + PREMIER(U3,(j], D;)
SUPPRIMER(c, Us[7])
si ¢ € D; alors
trouvé « Cjj(a,c)
L DEDUIRESUPPORT((2, a}, (7, ¢), trouvé)

si trouvé alors

si b # nil alors SUPPRIMER((t, a}, Sj»)
| AJOUTER((f, a), S;c[f])

retourner trouvé

accéder A cette valeur? Pour parvenir & ce résultat il suffit simplement de relier entre
eux les éléments des différentes listes. Ainsi on relie n'importe quelle valeur b de U,,[j]
avec la valeur a de Uj{i]. La figure 5.10 résume ce mécanisme.

Un autre probléme se pose pour certaines propriétés des contraintes comme la
commutativité: Ci;(a,bd) = C;j(b,a): a et b sont ils des indices du domaine ou des
valeurs?

Si a et b représentent des indices, alors si I’on dispose d'un acces direct aux valeurs
du domaine il n'y aura pas de probléeme. En effet, nous pourrons trés facilement
accéder aux valeurs correspondant aux indices a et & de chacun des domaines.

Par contre si a et b sont des valeurs, le probléme reste entier. En effet, comment
pourrons nous, apres avoir calculé Cy;(a,b), accéder & la valeur a de z; et & la valeur
bde z,?

Supposons, dans un premier temps, que les domaines soient égaux D, = D; =
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Uialj} : @—-O——. e o—(¢)

|

Ujbli): * * '—-'—-—-h-o .
Ujifi): = » = “@ >0 0 0

FIG. 5.10 - Accés direct entre éléments de listes différentes.

{12,22, 45, 66}. Dans ce cas les indices attribuées aux valeurs sont les mémes pour les
deux domaines. Donc nous pouvons travailler uniquement sur les indices et utiliser
un tableau attribuant & chaque indice une valeur réelle. Le probléme est donc résolu.

Supposons, maintenant, que les domaines ne soient pas égaux, D; = {12,22, 45,65}
et D; = {22,45,65,87} par exemple. Les valeurs ne correspondent plus aux mémes
indices dans les deux domaines. A partir d’une valeur de D il devient difficile d’ac-
céder 3 1a méme valeur dans D;. Pour remédier & cela il est possible d’envisager deux

solutions:

1. On utilise un seul domaine égal & Punion des deux domaines précédents afin
qu'un indice corresponde toujours & la méme valeur pour les deux domaines.
Puis on supprime de chacun des domaines les valeurs qui n’étaient pas présentes
A Porigine. Comme une suppression ne modifie pas les indices nous pourrons
ainsi régler notre probléme. Dans notre exemple nous obtiendrons comme corres-
pondance entre les indices et les valeurs: ¢(0) = 12;¢(1) = 22, c(2) = 45;¢(3) =
65; c(4) = 87. Cependant, cette méthode présente un inconvénient majeur. Il
est nécessaire pour déterminer le domaine d’une variable z; de faire 'union de
tous les domaines des variables contraignant z; par une contrainte commuta-
tive. Cela revient trés souvent  faire I'union de tous les domaines de toutes les
variables du réseau. Pour certains réseaux cela peut devenir trés génant surtout
si les domaines sont importants et ont peu de valeurs communes. Toutefois il
faut réaliser, aussi, que la commutativité de valeurs n’est intéressante que si les
deux valeurs sont présentes dans les deux domaines.

9. On utilise un mécanisme d'indirection qui exprime la correspondance entre les
indices et les valeurs de chaque domaine. Il ne s’agit pas d’utiliser un tableau
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indexé par les valeurs, mais plutét d’attacher & chaque indice d’un domaine
I’indice de ’autre domaine correspondant a la méme valeur. Pour les deux do-
maines D; et D; exprimés ci-dessus nous obtiendrons:

6i§(0) = nil; €iy5(1) = 05¢i55(2) = 1;.¢055(3) = 2.

¢j-+i(0) = 1;¢;54(1) = 2; ¢j4(2) = 3;¢;54(3) = nil.
Ce mécanisme doit étre introduit sur chaque contrainte commutative.

5.4 Regroupement des contraintes identiques

Deux contraintes sont identiques si elles possédent la méme sémantique, c’est-a-
dire la meme déclaration en intention. On peut alors &tre tenté d’utiliser le travail déja
effectué pour rechercher des supports sur une contrainte, pour une autre contrainte
€quivalente. Considérons par exemple le probléme des n-dames. Toutes les contraintes
du type Cii4 ) avec 3 fixe sont identiques. Représentons une contrainte Cli+1)i par
deux lignes de 1'échiquier:

z; |albdleld

Tit+1 b

S1 'ordre des domaines est 1’ordre lexicographique, alors, pour trouver un support
a la valeur b de z;y; sur la contrainte Cy1); il faudra étudier successivement la
consistance de Cii41)i(b, a), Clis1)i(8, b), Clisryi (b, ¢) et Cpiy1yi(b, d). Sur ensemble du
réseau nous ferons le méme type de tests pour n’importe quelle valeur de i afin de
trouver un support aux valeurs b des domaines. L’identité entre contraintes permet
d’éviter cette répétition en recherchant lorsque I’on essaie de trouver un support pour
une valeur sur une contrainte, par exemple & sur Cjx4 1), 5 une telle requéte n’a pas
déja été faite pour une autre contrainte identique, par exemple pour Cli+1y- Bien sir,
1l faut s’assurer que le support trouvé dans D; est aussi présent dans D,

On retrouve trés souvent des contraintes identiques dans des applications réelles.
D'ailleurs, lors de la définition du probléme, les contraintes sont souvent regroupées
lorsqu'elles sont 1dentiques.

Pour les problémes d’affectation de fréquences les contraintes sont obtenues a
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partir d’une des deux équations suivantes:
1. |z; — z;] > k, ol k est une constante;
2. |z; — z;] = k, ol k est une constante

Comme le nombre de valeurs de k est limité, il y a donc de nombreuses contraintes
identiques. Le tableau suivant présente le nombre de types différents de contraintes
pour chaque probléme. Le premiére ligne correspond au numéro du probléme, la
deuxiéme au nombre de contraintes et la troisitme au nombre de contrainte de type

différent.

1 2 3 4 5 6 7 8 11
5548 | 1235 | 2670 | 3967 | 2598 | 1322 | 2865 | 5744 | 4103
57 35 48 | 4290 | 388 | 282 | 401 | 462 | 53

L’identité de contraintes permet donc d’introduire un nouveau mécanisme de dé-
duction. Mais elles présentent aussi un autre avantage: ['économie de place en mé-
moire. En effet & quoi bon représenter autant de fois les listes P, [j] et UL[j] qu'il y
a de contraintes identiques & C;;? On peut se contenter de n’utiliser qu’une
seule représentation pour un ensemble de contraintes identiques. 1l faut
alors munir chaque valeur pour chaque contrainte d'un pointeur vers le dernier élé-
ment étudié dans la liste P, car les domaines des variables contraintes ne sont pas tous
égaux. On introduit donc une nouvelle structure de données dont la complexité en
espace est en O(ed). Par contre, le regroupement d’un ensemble de ¢ variables iden-
tiques permet d’obtenir une représentation en mémoire des listes P et U en O(d?),
au lieu de O(gd?)

5.5 Quelques heuristiques améliorant la consistance
d’arc

Afin de ne pas surcharger inutilement notre exposé, nous illustrerons notre ap-
proche essentiellement & I’aide d’AC-7, car ce dernier n’est pas dépendant des pro-

priétés des contraintes.
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5.5.1 Ordonnancement des valeurs propagées

Wallace et Freuder ont testé, de maniére expérimentale, de nombreux ordres pour
les valeurs et les variables [Wallace and Freuder, 1992] pour l'algorithme AC-3. Nous
ne pouvons malheureusement pas utiliser leurs résultats pour AC-6, AC-7 ou AC-
Inférence car ces algorithmes sont trop différents d’AC-3. Si les tests de consistance
sont peu coiiteux, alors le calcul de 'ordre suivant lequel les valeurs seront propagées
doit étre fait rapidement. Par contre si ces tests prennent beaucoup de temps, on
peut utiliser des heuristiques plus complexes. La qualité d’un ordre de propagation
des valeurs varie en fonction de l'inconsistance d’un réseau. En effet, lorsque le réseau
vérifie I'inconsistance d’arc, un bon ordre doit détecter cette inconsistance le plus
rapidement possible. Ce qui n’est pas le but recherché si le réseau ne présente pas
la méme caractéristique. Le probléme majeur est que cette inconsistance n'est pas
connue a priori. On ne peut donc pas spécialiser les algorithmes en fonction de la

consistance du réseau.

Nous ne proposons pas une heuristique mais une maniére différente de voir la pro-
pagation donnant des résultats semblables aux résultats classiques et nous permettant
d’écrire plus facilement certaines améliorations beaucoup plus fortes que nous pro-
poserons dans la suite. Cette méthode consiste & propager les valeurs en fonction de
leur variable. C’est-a-dire que 1’'on ne s’intéresse plus aux valeurs supprimées indé-
pendemment les unes des autres mais que 1’on propage toutes les valeurs en attente
d'une variable avant d’étudier celles d’une autre variable. Pour obtemir ce résultat
il suffit de munir chaque variable d’une liste d’attente et de transformer les listes
d’attente de valeurs des phases d'initialisation et de propagation en listes d’attente
de variables. C’est la fonction de suppression d’une valeur d'un domaine qui déter-
minera si la variable doit ou non étre ajoutée a la liste des variables en attente. Nous
noterons listeAttenteli] la liste des valeurs en attente de la vanable z;. listeAttente
devient une liste de variables.

D’un point de vue général nous avons observe des variations inférieures a 0.01%

par rapport a la methode précédente.
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%ZX:—

Ordre d'étude des variables i, j, k, |

a

b O o ®

Fi1G. 5.11 - Graphe de consistance du réseau de contraintes.

5.5.2 Amélioration de la phase d’initialisation

Lors de la phase d'initialisation, on s’intéresse successivement a la viabilité des
valeurs de chaque variable. Puis dans la phase de propagation, on étudie les consé-
quences de la suppression des valeurs non viables. Si toutes les valeurs sont viables
aprés 'initialisation, alors la phase de propagation n'est pas appelée. 1l est tres dif-
ficile dans ce cas d’améliorer les algorithmes d’AC. D’autant plus que ce type de
prétraitement est alors inutile puisqu’il ne supprime aucune valeur des domaines. Par
contre, dés l'instant ou certaines valeurs disparaissent, on peut s’intéresser & 1'ordre
suivant lequel les conséquences de leurs éliminations sont étudiées par AC-7.

Nous allons montrer a ['aide d’'un exemple qu'il n'est pas toujours judicieux de
séparer la phase d’initialisation de la phase de propagation.

Considérons le réseau de contraintes dont le graphe de consistance est donné par
la figure 5.11

La phase d'initialisation d’AC-7 réalise les tests de consistance donnés en figure
5.12.

Ensuite, AC-7 étudie les conséquences de la suppression de la valeur b de D;. On
obtient les résultats fournis par le tableau 5.13.

Or, on peut trés bien envisager d’appeler la propagation dés qu'une valeur est
supprimée dans l'initialisation. Le déroulement de 'algorithme est présenté par la
figure 5.14.

On remarque que cette idée permet d’éviter les tests de consistance entre toutes
les valeurs de z; et la valeur (3,a). Grice a elle, on pourra parfois, lors de la phase
d’initialisation, ne pas trouver comme support une valeur qui sera supprimée par la
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variables | contraintes tests de | résultats
consistance | des tests
t Ciy Cij(a,a) -
Cij(a,b) +
C.‘j(b, a) +
Ca Cala,a) +
Cu(b,a) +
J Cji
Cix Cjr(a,a) +
Cik(b,a) - b est supprimee de D,
k Ciy
! Ch Ci(a,a) +
Ci:(b,a) +
Ci(c,a) +
Cii(d,a) +
F1G. 5.12 - Phase d’instialisation d’AC-7.
valeurs valeurs tests de
propagées | supportées | consistance
(5,8) (3, a) a est supprimée de D;
(i,a) (1,a) Cii(e, b)
(4, 6) Cii (b, b)
(Le) Cii(c,b)
(1,d) Cri(d, b)

FIG. 5.13 - Phase de propagation d’AC-7.
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Initialisation
variables | contraintes | tests de | résultats
consistance | des tests
i Cij Cij{a,a) -
C"j (a,b) +
Cij(b,a) +
Ca Ciula,a) +
Cu(b,a) +
J Cji
C'Jk C‘jk(a, a) +
Cji(b,a) - b est supprimée de D;
Propagation Immédiate
valeurs valeurs tests de
propagées | supportées | consistance
G, b) (3,a) a est supprimée de D;
(¢,a) aucune

Retour & D'initialisation

variables | contraintes tests de résultats
consistance | des tests

k Chj

[ Chi Cii(a, b) +
Cii(b, b) +
Cii(e,b) +
Cu(d,b) +

FiG. 5.14 - AC-7 avec appel immédiat de la propagation dans l'initialisation.
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propagation.
1l est possible de donner une idée du gain réalisé par cette variante d’AC-7. Re-

présentons par le symbole < I'ordre suivant lequel les variables sont traitées par la
procédure d’initialisation , 2; < z; signifiant que la viabilité des valeurs de z; est étu-
diée avant celle des valeurs de z;. Supposons qu'une valeur (4, a) ne soit pas viable,
alors si I’on étudie immédiatement les conséquences de cette suppression, on évitera
tous les éventuels tests de consistance entre les valeurs des variables ;. suivant r; dans
I'ordre (zx > z;) et les valeurs des variables z; précédant z; dans I'ordre (z; < z;)
et qui sont supprimées par la phase de propagation issue de la disparition de (j,a).
Ainsi, dans notre exemple, I’étude immédiate des conséquences de la suppression de
(j,b) permet de ne pas tester la consistance entre les valeurs de z; (z; > z;) et la
valeur a de z; (z; < z;) qui est éliminée par la phase de propagation.

Cependant, un probléme se pose pour les valeurs de z; et les valeurs des variables
qui précédent z; dans 'ordre. Le moment ou la propagation est appelée n’est pas
indifférent. Si on I'introduit immédiatement apres la suppression d’une valeur alors il
se peut que I’on fasse plus de tests de consistance qu’avec la méthode classique qu
traite de maniére indépendante !'initialisation et la propagation. Cela se vérifie sur

I'exemple de la figure 5.15.

a a a
E E b /
Cc
FiG. 5.15 - Graphe de consistance.

Considérons que les variables sont initialisées en suivant I'ordre z;,z;, zx, et les
contraintes en suivant 'ordre Ci, Cjk, Cki, Ck;. Pour trouver que la valeur a de z,
est viable, AC-7 étudie la consistance des couples (g, a), (a,d), (a,c) sur la contrainte
Ci:, puis il montre que {j,a) possede le support (k,a) sur la contrainte Cjx. AC-7
ne trouve pas de support pour (k,a) sur la contrainte Cj;, aussi il supprime cette
valeur. Si 'on étudie immédiatement les conséquences de cette suppression, on va
étre amené a rechercher un nouveau support pour (4,a) sur la contrainte Cj;. Aprés
avoir fait le test de consistance Cji(,b), (k,b) est le nouveau support pour (j,a)
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et la phase de propagation se termine. Or la phase d’initialisation qui reprend aprés
’étude des conséquences de la suppression de (k,a) élimine la valeur b de z, car elle
n’a pas de support sur Ci;. Cette suppression remet en cause la viabilité de (3,a).
Un nouvel appel & la propagation lui trouvera le support (k,c). Par contre, si 'on
emploie la phase de propagation aprés avoir étudié la viabilité de toutes les valeurs
de z;, on évitera le test de consistance Cjx(a, b). Les expérimentations donnent raison
& cette seconde approche, bien qu’elle ne soit pas systématiquement meilleure que la
premiére. Le lecteur particulierement intéressé pourra s'en convaincre avec le graphe
de consistance de la figure 5.16, ou le test de consistance Cy;(c, a) n’est effectué dans
aucun sens par la premiére méthode.

L=

k

Fi1G. 5.16 - Graphe de consistance.

Cette heuristique ne garantit pas toujours un nombre de tests de consistance
inférieur A ceux nécessaires & AC-7. En effet si le réseau vérifie 'inconsistance d’arc
et si cette inconsistance est détectée lors de la phase d’initialisation par AC-7, il se
peut que 1’on fasse moins de tests de consistance avec la version classique d’AC-7. On
trouve notamment ce cas lorsqu’aucune valeur d’une variable n’est consistante sur une
contrainte. Dans le cas ot le réseau ne vérifie pas I'inconsistance d’arc, I’heuristique
présentée fait pratiquement toujours moins de tests.

La phase d’initialisation appelant immédiatement la phase de propagation est

donnée par |'algorithme 17.

5.5.3 Amélioration de la phase de propagation

Lorsque le domaine d’une variable se réduit & une seule valeur pendant la propaga-
tion, on a intérét & étudier différemment la conséquence de la suppression des valeurs
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Algorithme 17 Propagation appelée par I'initialisation

INITIALISATIONV 2() : booléen

listeAttente + © [* liste d’attente de VARIABLES */

pour chaque z; € X faire
liste Attente[i] « @
| pour chague a € D; faire Si[i] « @; Liglj] + -1
pour chaque z; € X faire
pour chague a € D; faire

pour chaque z; € I'(z;) tant que e € D; faire

si - EXISTESUPPORT(z;, 6, C;;) alors
|' | suPPRIMERETMETTREENATTENTE(a, D;, listeAttente)

| si D; =@ ou - PROPAGATION(listeAttente) alors retourner faux
retourner vrai

en attente de cette variable. En effet, seules les valeurs compatibles avec I'unique
valeur restante de cette variable seront conservées; toutes les autres pourront étre
éliminées. Ce cas se rencontre forcément si le réseau de contraintes vérifie I'inconsis-
tance d'arc. Il ne s’agit pas dans cette section de gagner des tests de consistance mais
plutdt d’éviter certaines instructions afin de gagner du temps. Cependant, si on com-
bine cette heuristique avec la précédente, on détectera plus rapidement I'inconsistance

d’arc d’un réseau.

L’idée est de déterminer ces valeurs supprimeées & partir de la variable z; dont le
domaine est réduit A un singleton, puis de déconnecter cette variable du réseau afin
d’éviter d’étudier les contraintes dans le sens C,;. La suppression d'une telle variable
du graphe des contraintes est possible si I'on sait que son unique valeur est consistante
avec toutes les valeurs des domaines de ses variables voisines, car s le réseau est
inconsistant, cela ne peut pas provenir de cette variable. En effet, comme "unique
valeur supporte toutes les valeurs des variables voisines elle a donc elle-méme toujours
un support si ces domaines ne sont pas vides. Il faut donc étudier la consistance entre
la seule valeur du domaine et les autres domaines, afin de supprimer les valeurs non
compatibles, puis déconnecter la variable du réseau. Cette déconnexion est d’ailleurs
équivalente a une instanciation forcée.
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On peut aussi remarquer qu'il ne sert a rien de mettre a jour les listes de supports
ou le tableau des dernitres valeurs étudiées, pour AC-7, puisque la variable sera

déconnectée du réseau.

Afin de simplifier notre exposé nous noterons z, la variable dont le domaine est
réduit & un singleton et u I'unique valeur de son domaine.

Pour mettre en oeuvre ce nouveau mécanisme, nous introduisons une seconde liste
de variables en attente, notée listeSingleton. Nous considérerons que la fonction de
suppression d’une valeur d’'un domaine et de mise en attente de cette valeur détermine
la liste & laquelle la variable doit appartenir, celle-ci pouvant en effet changer de liste
si son domaine se réduit & un singleton. On obtient I"algorithme 18.

Algorithme 18 Etude des variables dont le domaine se réduit 3 un singleton

PROPAGATIONSINGLETON(i z,,u i/0 listeAttente, listeSingleton) : booléen

pour chaque z; € I'(xz,) faire
VALEURSCOMPATIBLESAVECSINGLETON(Cj, u, liste Attente, listeSingleton)
si D; = @ alors retourner faux
SUPPRIMER(C},)

SUPPRIMER(Z;,listeSingleton)

listeAttente[s] — &

retourner vrai

Le lecteur attentif remarquera que ce traitement n’est pas équivalent & une inser-
tion des variables dans la liste d’attente.
Trois questions se posent:

1. Comment tester les valeurs compatibles avec 1'unique valeur?
2. Quand doit-on appeler la fonction PROPAGATIONSINGLETON?
3. Comment éviter d’étudier les contraintes C,,?

Nous allons montrer qu’il existe deux réponses a la premiére question. Puis, nous
verrons qu’il est particulierement intéressant d’essayer de déclencher cette propa-
gation particuliére le plus tot possible aprés sa détection. Enfin, nous montrerons
qu’avec un test supplémentaire on peut répondre & la troisieme question.
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Calcul des valeurs compatibles avec 1’'unique valeur d’un domaine

Les algorithmes que nous allons présenter par la suite sont destinés & AC-7. Il est
possible de les adapter pour AC-Inférence.

Pour commencer, nous donnons deux conditions nécessaires a l’existence d’au
moins une valeur compatible avec u sur une contrante Cl;

Propriété 9

« St L,,[j] >DERNIER(D;) alors le réseau est inconsistant.
« S51Va € D; : L;,[s] > u alors le réseau est inconsistant.

Il est possible d’implémenter facilement (en O(1)) la premiere possibilité, par
contre la seconde nécessite de parcourir ’ensemble des valeurs du domaine de D;.
C’est pourquol nous avons choisi de ne pas nous en servir.

Deux approches sont possibles pour déterminer les valeurs non compatibles avec
u: la premiére consiste & employer le méme mécanisme que pour la propagation,
tandis que la seconde procéde directement aux vérifications.

Dans le premier cas, on recherche si les valeurs qui etaient supportées sur la
contraintes par les valeurs en attente de z, sont compatibles avec u. Cette compati-
bilité n’est pas faite en testant systématiquement la consistance entre u et les valeurs
supportées. Pour garantir un nombre de tests de consistance optimal nous devons
utiliser le tableau des dernieres valeurs étudiées afin de savoir si la consistance entre
u et les valeurs supportées n’a pas déja été testée négativernent. Il n’est pas possible
qu’un test positif ait déja été fait car a supporterait alors cette valeur. Cette derniére
ne pourrait en aucun cas étre présente dans une liste des valeurs supportées pour une
autre valeur de z,, c’est a dire par exemple pour une valeur de la liste d’attente de z,
puisqu’une valeur appartient & seulement une seule de ces listes pour une contrainte
donnée. On obtient la fonction ETUDIESINGLETONPARPROPAGATION (cf algorithme
19).

Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que cette fonction ne peut pas étre
appelée si les contraintes C,; et C;, n’ont pas été étudiées par la phase d'initialisa-
tion d’AC-7, car toutes les valeurs de D; non supportées par u doivent pouvoir &tre
atteintes par la propagation des valeurs en attente de z,.
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Algorithme 19 AC-7: calcul des valeurs compatibles avec I'unique valeur
d'un domaine en procédant par propagation

ETUDIESINGLETONPARPROPAGATION(i C,;, u io listeAttente, listeSingleton)
pour chaque w ElisteAttente|s] faire
pour chague a € S,[j] faire
sia € D; alors
si Ljsfs] > u ou Ly[j] > a alors
| SUPPRIMERETMETTREENATTENTE(g, D;, listeAttente, listeSingleton)
sinon
si ~C,;(u,a) alors
[ | suPPRIMERETMETTREENATTENTE(g, D;, listeAttente, listeSingleton)

Cette méthode peut atteindre des valeurs qui n’appartiennent plus au domaine
courant D;. Pour nous en convaincre étudions la contrainte C;; de la figure 5.17.

5 J

1
’,

L1
&+

e

-

~

.
ofain!

' valeurs appartenant & la liste d‘attente
a — b signific que a supporte b

FI1G. 5.17 - AC-7: étude particuliére d’une variable dont le domaine se réduit é un

singleton.

Dans ce cas nous atteindrons les valeurs a et d de z; qui n’appartiennent plus
a D;. Si l'unique valeur du domaine ne supporte aucune valeur, ce cas a beaucoup
de chance de se rencontrer en pratique. C'est pourquoi nous proposons une seconde
approche qui procéde directement aux vérifications entre u et les autres valeurs du
domaine sans utiliser les listes des valeurs supportées. Nous n'utiliserons pas non
plus la liste des valeurs que u supporte, car on risquerait d’atteindre aussi des valeurs
n’appartenant plus au domaine, comme la valeur b de I'exemple précédent. De plus,
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on peut savoir si une valeur a d’une variable z; appartient & S,,[j] en utilisant le
tableau des dernitres valeurs étudiées. Deux cas sont possibles si @ € S,.[7]: soit
Ly[j] = a, soit Ljg[s] = u. La vérification de ces possibilités nous permettra de ne
pas refaire des tests de consistance positifs. Pour éviter une revérification négative
on utilise les tableaux de la méme fagon que précédemment. Cela nous assurera donc
toujours un algorithme optimal pour un ordre donné. Nous proposons sous le nom
ETUDIESINGLETONPARVERIFICATION le nouvel algorithme.

Algorithme 20 AC-7: calcul des valeurs compatibles avec 'unique valeur
d’un domaine en procédant par vérification

ETUDIESINGLETONPARVERIFICATION(i C,;, u io listeAttente, listeSingleton)

pour chaque a € D; faire
8i Ly[j] > @ ou Lj,[i] > u alors
I SUPPRIMERETMETTREENATTENTE(a, D;, liste Attente, listeSingleton)
sSinon

si Ly,u[7) # a et L[t} # u alors

si ~C,;(u,a) alors
[ | suPPRIMERETMETTREENATTENTE(a, D;, listeAtiente, listeSingleton)

Cette étude particuliére, pour une variable dont le domaine est réduit a un sin-
gleton, ne modifie pas la complexité d’AC-7 dans le pire des cas, car on ne peut faire
qu’une seule fois un tel traitement pour une variable, la variable étant ensuite décon-
nectée du réseau. Cela ne peut multiplier ’accés aux tableaux des derniéres valeurs
étudiées que par un facteur deux.

Il est important aussi d’essayer de déterminer les conditions pour lesquelles 'un
ou 'autre des deux traitements proposés est meilleur. Il est évident que si la liste des
valeurs supportées par u est vide, alors il est préférable d’employer le traitement par
vérification. Par contre, s1 u supporte de nombreuses valeurs ou bien si une variable
voisine a peu de valeur en attente, on a plutét intérét a utiliser la version faisant
appel a la propagation.
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Appel du traitement particulier pour les singletons

Comme le but des traitements que nous avons présentés est de déconnecter une
variable du réseau afin d’éviter d’étudier les contraintes contraignant cette variable, il
est intéressant de pouvoir le faire le plus t6t possible. C’est-a-dire dés que le domaine
d’une variable se réduit & un singleton. Pour réaliser cela, on peut imaginer d’utiliser
une liste d’attente particulitre pour ces variables et de commencer par propager
les variables présentes dans cette liste avant celle de I'autre liste d’attente. Clest
la fonction de suppression d'une valeur d'un domaine qui déterminera a quelle liste
la variable doit appartenir. Comme nous le verrons un peu plus loin, et surtout dans
le chapitre suivant qui emploie systématiquement le filtrage par consistance d’arc
lors de la recherche, cette méthode donne de bons résultats en pratique. Cependant,
comme ['ordre de propagation des valeurs est changé par rapport a la version de base
d’AC-7, on ne peut plus garantir un nombre de tests toujours inférieur par rapport a
cette derniére. Dans le cas ol le réseau vérifie I'inconsistance d’arc, elle permet, trés
souvent de faire moins de tests car cette inconsistance est détectée plus rapidement

qu’avec une méthode aveugle.

Suppression des contraintes C,,

Apreés ’emploi de la fonction PROPAGATIONSINGLETON toutes les valeurs des do-
maines des variables voisines de £, dans le graphe des contraintes sont compatibles
avec u. Lorsqu’un des supports de u disparait, il ne sert & rien de rechercher un nou-
veau support pour u car, soit le domaine auquel appartenait ce support devient vide
et le réseau est inconsistant, soit ce domaine contient d’autres valeurs qui sont des
supports pour u. Pour éviter ces recherches inutiles, il faut d’une part déconnecter
la variable z, du graphe des contraintes, et d’autre part, modifier la phase de pro-
pagation en ne vérifiant plus seulement si une valeur supportée appartient encore
au domaine, mais aussi si ce dernier n’est pas un singleton. Ainsi, deés lors que ’on
atteint une sous-liste S;,[7], on regarde si D; n’est pas un singleton, et, si c’est le cas,
on passe immédiatement & la sous-liste suivante. Nous pouvons maintenant donner
un nouvel algorithme pour la phase de propagation (cf algorithme 21).
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Algorithme 21 Nouvelle propagation

PROPAGATIONV 2(io listeAttente, listeSingleton) . booléen

tant que listeSingleton # O et listeAttente # & faire
si listeSingleton # & alors
prendre z, dans listeSingleton et le supprimer
u « PREMIER(D,)
Si = PROPAGATIONSINGLETON (T;, u, liste Attente, listeSingleton) alors
L retourner faux
sinon
prendre z; dans listeAttente et le supprimer
tant que listeAttente[j] # @ faire
prendre b dans listeAttente[j] et le supprimer
pour chague z; € I'(z;) tel que Sjy[i) # & faire
si |D;| > 1 alors
pour chague (i,a) € S;[i] tant que |D;| > 1 faire

si a € D; alors

8i - EXISTESUPPORT(Z;, a,C;;) alors
|_ | SUPPRIMERETMETTREENATTENTE(a, D;, liste Attente, listeS

L.
retourner vrai

Intérét de ce traitement pour les contraintes de différences

Comme nous ’avons vu en 4.4.2, Mohr et Masini ont remarqué que pour les
contraintes de différences (cf définition 32) I’absence de support ne peut se produire
que dans le cas oit un domaine se réduit a un singleton. Gréace au traitement parti-
culier que nous venons de proposer, nous pouvons donc donner une méthode simple
et efficace pour calculer la fermeture par consistance d’arc avec ces contraintes. Elle
consiste 3 prendre en compte les contraintes de différence uniguement lors de 1’étude
d’un singleton. Pour parvenir & ce résultat on munit chaque variable de la liste liste-
ContraintesDiff des contraintes de différence qui la contraignent. Quand le domaine
d’une variable z, se réduit 4 une seule valeur u, on supprime u de tous les domaines
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Algorithme 22 Etude des variables dont le domaine se réduit & un singleton
avec traitement particulier pour les contraintes de différence

PROPAGATIONSINGLETON(i z4,u i/0 listeAttente, listeSingleton)
pour chague z; € I'(z,) faire
VALEURSCOMPATIBLESAVECSINGLETON(C}, u, liste Attente, listeSingleton)
si D; = @ alors retourner faux
| SUPPRIMER(Cj;s)
pour chagque Cj, € listeContraintesDiff{s] faire
si u € D; alors
SUPPRIMERETMETTREENATTENTE(u, D, listeAttente, listeSingleton)
si D; = @ alors retourner faux
SUPPRIMER(C,;, listeContrasntesDiff{j])

SUPPRIMER(T;,listeSingleton)
listeAttentefs] — @
SUPPRIMER{Z;, X)
retourner vrai

des variables qui présentent une contrainte de différence entre elles et z,. La nouvelle
fonction PROPAGATIONSINGLETON est fournie par ’algorithme 22.

5.6 Expérimentations

Nous avons réalisé trois types d’expérimentation pour mettre en évidence l'intérét
du mécanisme de déduction, des heuristiques et de la combinaison des heuristiques
et du mécanisme de déduction.

Les différents algorithmes ont été comparés selon le modele expérimental que
nous avons défini dans le chapitre précédent. Nous donnerons, en général, trois types
de résultats. Le premier donne les tests de consistance réalisés par les algorithmes,
le second le nombre d’appel 3 la fonction EXISTESUPPORT et enfin le dernier type
concerne le temps.

Nous utiliserons toujours AC-4 et AC-6 comme référence. et nous noterons AC-I,
AC-Inférence avec la bidirectionnalité, la commutativité et la réflexivité et AC-Iid
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la version précédente d’AC-Inférence qui regroupe les contraintes identiques. Nous
ajouterons au nom des algorithmes «p» s'ils appellent la propagation dans l'initiali-
sation et «ps» 8'ils utilisent en plus le traitement particulier pour les variables dont
le domaine est réduit & un singleton.

Nous avons utilisé des réseaux aléatoires ayant des caractéristiques trés différentes.
Ainsi, nous proposons trois types de problémes: un pour les réseaux ayant plus de
variables que de valeurs par domaine (nous avons choisit 60 variables et 30 valeurs
par variables), un pour les réseaux ayant autant de variables que de valeurs par
domaine (dans notre cas il y aura 45 variables), et enfin un troisitme type pour les
réseaux qui ont moins de variables que de valeurs par domaine (30 variables et 60
valeurs). Aprés de nombreux essais, nous avons choisi une densité de 60% pour le
premier et le troisiéme type et une densité de 30% pour le second. Ces choix n’ont
pas pour but de masquer certains résultats, mais plutot d’éviter d’avoir une majorité
de cas pour lesquels soit le réseau vérifie inconsistance d’arc soit aucune valeur n'est
supprimée d'un domaine. Les bornes entre lesquelles le taux de satisfaisabilité des
contraintes évolue ont été ajustées avec le méme esprit. Une fléche verticale sur les
figures indique la limite de 'inconsistance d’arc des réseaux. Chaque résultat donné
pour un probléme aléatoire correspond a la moyenne des résultats obtenus pour 30
problémes ayant les mémes paramétres.

Pour les problémes d’affectation de fréquences, le nombre de valeurs supprimées
par une fermeture par consistance d’arc est résumée dans le tableau suivant:

11213 4 5 6 7 8 11
0|0]|0]13868 | 12046 | toutes | toutes | toutes | 0

Les problemes 1, 2, 3 et 11 vérifient donc la consistance d’arc et les problémes 6,
7 et 8 vérifient 'inconsistance d’are.

5.6.1 Intérét de la déduction de supports

Intéressons nous tout d’abord aux problémes d’affectation de fréquences (figure
5.21 et 5.22).

1l apparait clairement qu’AC-7, AC-I et AC-Iid réalisent nettement moins de tests
de consistance qu'AC-6. La bidirectionnalité économise plus de 20% des tests, I'intro-
duction d’autres propriétés porte ce chiffre & plus de 50%. On remarque aussi qu'il y
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FIG. 5.18 - Comparaison des performances des algorithmes AC-4, AC-6, AC-6p,
AC-6ps, AC-7 et AC-Tps pour des réseaut aléatoires ayant 80 variables 60 valeurs et

une densité de contraintes égale & 60%.
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FIG. 5.19 - Comparaison des performances des algorithmes AC-4, AC-6, AC-6p,
AC-6ps, AC-7 et AC-7 pour des reseauz aléatorres ayant 60 variables 30 valeurs et
une densité de contraintes égale & 60%.
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une densité de contraintes égale @ 30%.
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RLFAP-1 | RLFAP-2 | RLFAP-3 T RLFAP4 RLFAP-5
cc| tps cc | tps cc| tps cc rs | tps cc rs | tps
4 [16996 | 478 | a074 11,0 8922241 [j1822]252| 4756101121161
6 [T1206| 781 209] 1,7) 615] 35 490 89221237 213 5,4[]
7 849 | 70| 197| 15| 413] 32 432] 8922] 968] 215] 52
I a7 | 5210 101] 15| 214] 24 287] 89|19 eo7| 215] 43
Iid a| 15 3] 04 4]l 081 61| 70(07 | 133] 196 ] 1,7
RLFAP-6 RLFAP-7 1{ RLFAP-8 H RLFAP-11 |
cc| rs| tps cc| rs{ tps cc| rs| tps cc| tps
4 3310 76297 6508252159 || 12925 | 552 | 32,7 | 13 051 | 35,9
6 694 | 124 | 3,1 [ 1261 [ 186 | 54 [ 2512 372|114 o972 55
7 516 | 124 | 2,8 | 963|186 | 510 18593721051 639] 50
I 317 | 127 | 23 | 584|186 | 40 1114[373| 86| 331] 37
nd | eol1s|10] mo|1m| 13] u16(34s] 22 a| 11

FIG. 5.21 - Comparaison des performances des algorithmes AC-4, AC-6, AC-7, AC-
I et AC-Iid pour les problémes d’affectation de fréquences. Le nombre de tests de
consistance réalisés (cc) et le nombre d’eppels é la fonction EXISTESUPPORT (Ts)
sont ezprimés en milliers, les temps (ips) sont donnés en seconde.

[ RLFAP-1 || RLFAP-2 | RLFAP-3 RLFAP-4 RLFAP-5 |
cc | tps cc| tps cc| tps cc rs | tps cc rs | tps "
7 344103341 | 11,8 [|329] 86 11,0] 00| 00[21,8[-10] 37|
1 {655 333[661]11,8]652]31,4[41,4] 00]13651,0]-1,0]204
Iid | 99,7 | 80,8 | 99,1 | 76,5 || 994 | 77,1 [ 87,6 { 21,3 68,2 ] 89,2 80 ss,sﬂ

[ ruFaP-6 | RLFAP7 RLFAP-8 [ RLFAP-11
cc rs | tps " cc| rs| tps cc rs | tps cc| tps

7 (257 00] 97237 [00] 56{260] 00| 7.9]343] 91
1 [543 |24]258]537][00]259] 556 |-03]|246 || 660 | 32,7
Iid | 87,0 | 4,8 |67,7] 91,281 75&}]L 94,2 | 7,3180,7 || 99,6 | 80,0 |

FIG. 5.22 - Pourcentages de gain réalisés par les algorithmes AC-7, AC-I et AC-Iid
par rapport & AC-6 pour les problémes d’affectation de fréquences
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| RLFAP-4 |  RLFAP-5 RLFAP-6 RLFAP-7 |  RLFAP-8

Fcc rs | tps cc s | tps cc| rs|ips cc| rs| tps cc| 18 t;
a [Te2V252 |47 |[5610 112116, [ 3310762 (09,7 6508} 252|159 | 12925 | 552 32,7
6 [ 490| 8o 221237 213| 54 694[124]31 | 1261186 5,4" 2512 [372 | 11,4

6p | 180 42}08 | 1220 | 268 S,iﬂ;ﬁﬁ 158 | 3,1 || 537101 24| 886|186| 42

6ps || 143| 21|06 1025] 176 44| 611]107[26) 503] 75 21| 41} 70 1,9

Fi1G. 5.23 - Comparaison des performances des algorithmes AC-{, AC-6, AC-6p et
AC-6ps pour les problémes d’affectation de fréquences. Le nombre de tests de consis-
tance réalisés (cc) et le nombre d’appels & la fonciion EXISTESUPPORT (rs) sont
exprimés en milliers, les temps (tps) sont donnés en seconde.

a une forte corrélation entre le nombre de tests de consistance et le temps mis par les
algorithmes. Toutefois on ne retrouve pas le méme pourcentage de gain. AC-7 gagne
environ 10% et AC-I 25%.

En ce qui concerne le nombre d’appels 3 la fonction EXISTESUPPORT, il n'y a
pratiquement pas de différence entre AC-6, AC-7 et AC-1. Par contre on observe
une diminution de ce chiffre lorsque 'on regroupe les contraintes identiques. Nous
pensons que I’'on peut expliquer ce phénomene par le fait qu'il y a de grandes chances
pour que de nombreuses valeurs partagent le méme support. De plus, si ce support
vient a disparaitre, alors il est fort possible qu’un seul caicul soit nécessaire pour leur
redonner & toutes le méme support.

Pour les problémes aléatoires (cf figure 5.18, 5.19 et 5.20), nous ne pouvons com-
parer qu’AC-4, AC-6 et AC-7. AC-4 est trés largement battu par AC-6. Comme
précédemment le nombre de tests de consistance et le temps sont fortement liés. AC-
7 améliore AC-6 d’environ 10 & 15 %. Les résultats sont trés semblables pour les 3

types de réseaux, pourtant différents, que nous avons testés.

5.6.2 Intérét des heuristiques

L'introduction de la propagation immédiate et du traitement des variables dont le
domaine est un singleton n’est intéressante que si le réseau ne vérifie pas la consistance
d’arc. Aussi nous ne considérerons que les problemes d’assignement de fréquence 4 5 8
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RLFAP-4 RLFAP-5 1{ RLFAP-6 | RLFAP-7 RLFAP-8
cC rs | tps cc rs | tps cc s | tps cc rs | tps cc rs
6321528636 1,4;-258|-3,7} 30}-274 0,0 || 57,4 | 45,7 | 55,6 || 64,7 | 50,0 63,2
708 | 76,4 | 72,7 || 14,7 | 174 18,?« 12,0 | 13,7 (16,1 || 60,1 | 59,7 | 61,1 || 82,8 | 81,2 | 83,4

FIG. 5.24 - Pourcentages de gain réalisés par les algorithmes AC-6p, AC-6ps par
rapport & AC-6 pour les problémes d’affectation de fréquences.

tps (en 8) | rs (en millier) || % gain tps | % gain rs
AC-4 68,4 1425 . !
AC6 | 47,7 1 000 30,3 29,8
AC6p | 456 952 44 4,8
AC6ps || 442 948 7.4 5,2

FIG. 5.25 - Comparaison des performances des algorithmes AC-4, AC-6, AC-6p et
AC-6ps pour lso-ssgrpartiel. Les gains d’AC-6 sont ezprimés par rapport d AC-4, ceus
d’AC-6 et d’AC-6ps par rapport ¢ AC-6.

(cf figure 5.23 et 5.24). Pour ces derniers on observe qu’AC-6p fait toujours moins de
tests de consistance qu’AC-6. Par contre il se produit parfois (RLFAP-5 et RLFAP-6)
une augmentation du nombre d’appel de la fonction EXISTESUPPORT. Dans ce cas
il n’y a aucun gain de temps. Pour les autres instances le gain en temps réalisé par
AC-6ps par rapport & AC-6 est du méme ordre de grandeur que celui duv nombre de
tests de consistance, c'est-a-dire autour de 60%.

Pour les réseaux aléatoires on observe qu’AC-6p gagne par rapport & AC-6 entre
20 et 60% pour tous les réseaux vérifiant I'inconsistance d'arc et pour tous les criteres
mesurés.

Malheureusement, nous ne retrouvons pas ces chiffres pour Iso-ssgrpartiel (cf figure
5.25). Cependant, on remarque que le nombre d’appels de la fonction EXISTESUPPORT
pour AC-6p et AC-6ps est plus faible que pour AC-6. Les gains en temps par rapport
a AC-6 sont relativement faibles puisqu’AC-6p économise 4,4% du temps total et
AC-6ps 7,4%

Nous proposons en figure 5.26 une étude comparative des performances d’AC-6p
et d’AC-6ps par rapport & AC-6, en fonction du nombre de valeurs supprimees. A
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F1G. 5.26 - Comparaison des performances des algorithmes AC-6, AC-6p, et AC-6ps
pour Iso-ssgrpartiel en fonction du nombre de veleurs supprimées par la fermeture par

consistance d’arc



5.6, Expérimentations

137

[ RLFAP-4 RLFAP-5 RLFAP-6 RLFAP-7 || RLFAP-8
ce s cc rs cc s t;;“> cc s | tps cc s
4 1822 | 252 5610 | 1121 3310 | 762 | 9,7 || 6 508 | 252 | 15,9 || 12 925 | 552
6 490 | 89 1237 213 694 | 124 3,&% 261 | 186 | 5.4 | 2512 | 372
6ps 143 | 21 1055 | 176 611 | 107 |26 503] 75] 21| 481| 70 ]
ps 128 | 21|06 s862| 176 474 |107 [ 25| «3| 75| 22| 3694 71
Lidps || 39| 17]o04[ 118] 154 85[103]1,0] 80[ 67| 08 85| 63

FIG. 5.27 - Comparaison des performances des algorithmes AC-4, AC-6, AC-6ps,
AC-7Tps et AC-Iidps pour les problémes d’affectation de fréquences. Le nombre de
tests de consistance réalisés (cc) et le nombre d ‘appels a la fonction EXISTESUPPORT
(rs) sont ezprimés en milliers, les temps (tps) sont donnés en seconde.

partir de 20% de valeurs supprimées, AC-6p est intéressant. Il arrive & gagner 20%
du temps si 75% des valeurs sont supprimées. C'est d’ailleurs & partir de cette valeur
qu’AC-6ps se détache d’AC-6p. On obtient pour ce dernier plus de 10% de gain pour
les réseaux vérifiant l'inconsistance d’arc.

Pour tous les réseaux aléatoires que nous avons testés le pourcentage de gain pour
tous les critéres atteint 60% lorsqu'il y a inconsistance d’arc. La propagation dans
Pinitialisation est donc particuliérement intéressante pour ce type de réseaux. Notons
que la seconde heuristique permet de ne pas descendre en dessous du seuil de 20% de

gamn

5.6.3 Combinaison du mécanisme de déduction et des heu-

ristiques

On observe pour les problémes d’affectation de fréquences (cf figure 5.27 et 5.28)
et pour les réseaux aléatoires que lintroduction du mécanisme de déduction et des
heuristiques se combinent parfaitement bien.

Les gains mesurés pour tous les criteres sont toujours meilleurs que ceux que nous
avons précédemment observeés. Les deux types d’améliorations sont donc complémen-
taires.

Pour terminer notre étude expérimentale, nous proposons de comparer AC-6 avec
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RLFAP-4 RLFAP-5 RLFAP6 | RLFAP-7 RLFAP-8
cc rs | tps cc rs | tps cc rs | tps cC 15| tps cc IS

tps

708 | 76,4 | 72,7 | 14,7 | 17,4 [ 185 [| 12,0 | 13,7 [ 16,1 ) 60,1 | 59,7 | 61,1 | 82,8 [ 81,2 | 834

96,6 | 83,1 | 93,0

73,8 | 76,4 | 72,7 || 30,3 | 17,4 185 I 31,7 1 425 | 19,3 || 64,9 | 59,7 59,2 i 85,3 | 80,9 | 82,5
92,0 | 80,9 | 81,8 || 90,4 | 27,7 72,2J]787,8 16,9 | 67,7 || 93,6 | 64,0 | 85,2

FIG. 5.28 - Pourcentages de gain réalisés par les algorithmes AC-6ps, AC-Tps et
AC-Tidps par rapport & AC-6 pour les problémes d’affectation de fréquences.

RLFAP | 1 2 3 4 5 6 7 8 11 | total
6/4 97,9 | 84,5 | 85,5 | 53,2 | 66,5 68,0 | 66,0 | 65,1 | 84,7 | 76,7
Iidps/6 | 80,8 | 76,5 | 77,1 81,8 | 72,2 | 67,7 | 85,2 | 93,0 80,0 | 82,0

Fig. 5.20 - Pourcentages de gain de temps réalisés par U'algorithme AC-Iidps par
rapport @ AC-6 et par AC-6 par rapport ¢ AC-4 pour les problémes d’affectation de

fréquences.

AC-4 d’une part et AC-lidps avec AC-6 d’autre part pour les problémes d’affectation
de fréquences (cf figure 5.29). De cette comparaison nous pouvons déduire que le
nouvel algorithme proposé améliore presqu’autant AC-6, qu’AC-6 a amélioré AC-4.

5.7 Conclusion et Perspectives

Nous avons proposé dans ce chapitre deux nouveaux algorithmes AC-7 et AC-
Inférence. Le premier posséde une complexité semblable & celle d’AC-6 et fait environ
20% de tests de consistance en moins et améliore les performances en temps d’AC-6.
AC-Inférence perd la complexité en espace d’AC-6 mais améliore d'un facteur 2 les
performances d’AC-7. De plus le regroupement des contraintes identiques procure un
avantage certain & AC-Iid.

Par ailleurs, nous avons proposé deux heuristiques améliorant n’importe quel algo-
rithme de fermeture par consistance d’arc. L’une remet en cause le schéma classique
des algorithmes en étudiant ;mmédiatement les conséquences de la disparition d’une
valeur pendant la phase d'initialisation. L'autre propose de propager différemment les
variables dont le domaine est un singleton. Ces heuristiques se combinent aisément
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avec les algorithmes AC-7 et AC-Inférence et nous ont permis d’obtenir des algo-
rithmes performants. Pour tous les RLFAP, nous avons amélioré les temps d’AC-6 de

plus de 65%.

«Est-il encore possible d’améliorer les algorithmes de fermeture par consistance

d’arc?»

Nous pensons que I'on peut répondre de maniére affirmative a cette question.
En effet, tous les algorithmes que nous avons présentés supposent que ['on dispose a
priori d'un ordre sur les valeurs des domaines. Cet ordre est utilisé pour rechercher
la. présence de supports. Il pourrait étre intéressant de commencer par chercher si
le réseau R = (X, D,C) considéré admet un sous-domaine D' (ie VD; € D', D; C
D; € D) vérifiant la consistance d’arc. Puis de rechercher 'existence d’'un support
du sous-domaine. Car si le sous-domaine vérifie la consistance d’arc, alors aucune de
ses valeurs ne pourra disparaitre pendant une procédure de filtrage. On aura ainsi de
grande chance de réduire la phase de propagation. On peut voir cette idée comme la
construction par I’algorithme d’un bon ordre des valeurs des domaines.
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Chapitre 6

Maintien de la consistance d’arc

pendant la procédure de recherche

La combinaison d'un algorithme de filtrage avec I’algorithme de recherche back-
track a une longue histoire. Plusieurs degrés de consistance ont été étudiés expéri-
mentalement [Haralick and Elliot, 1980; Nadel, 1988; McGregor, 1979). Bien que les
limites de ces expérimentations aient été reconnues par la communaute, les succes
répétés de FC ont fait penser qu'il valait mieux employer le minimum de filtrage pen-
dant la procédure de recherche pour obtenir les meilleurs résultats en pratique. Cette
idée était tout & fait compréhensible & I’époque ol le meilleur algorithme de filtrage
par consistance d’arc était AC-3 et ol 'algorithme utilisant ce dernier pendant la
recherche était RFL. Aussi de nombreux chercheurs se sont tournés vers 'algorithme
de recherche pour essayer de le rendre plus intelligent [Gaschnig, 1977: Dechter, 1988;
Dechter, 1990; Ginsberg, 1993; Prosser, 1994]. Mais I'approche de la consistance d’arc
a évolué, et de nouveaux algorithmes plus performants sont apparus notamment en
1986 avec AC-4. Car méme si AC-4 a été critiqué comme prétraitement, sa phase
de propagation est souvent plus performante que celle d’AC-3, or c’est elle qui est
employée comme filtrage pendant la recherche. Il est donc surprenant de lire dans des
articles récents comme [Kumar, 1992] que le filtrage employé pendant la recherche
doit &tre limité. Ce n’est que trés récemment que Sabin et Freuder [Sabin and Freu-
der, 1994a; Sabin and Freuder, 1994b] ont réintroduit le maintien de la consistance
d’arc pendant la procédure de recherche et montré qu’il est trés souvent meilleur que
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le FC. L’objet de ce chapitre est de développer et d’enrichir leurs idées.

Nous commencerons par montrer que ’algorithme RFL ne peut étre en toute ob-
jectivité considéré comme étant un algorithme de maintien d’un filtrage pendant une
procédure de recherche, ce qui nous aménera & proposer un nouvel algorithme, mais
aussi & particulariser la notion d’ordre dynamique. Puis nous proposerons d’utiliser
la consistance d’arc comme filtrage et nous essayerons de déterminer quel algorithme
d’AC doit étre employé. Ensuite nous nous intéresserons aux comportements expéri-
mentaux de ces différents algorithmes lorsqu’ils sont employés par une procédure de
recherche. Enfin nous conclurons et nous donnerons quelques perspectives.

6.1 Maintien d’un filtrage pendant la procédure

de recherche

Nous allons montrer dans cette section que l'algorithme RFL qui utilise systé-
matiquement une procédure de filtrage apres chaque instanciation doit étre modifié
pour obtenir un algorithme de maintien d'un filtrage pendant la recherche. Cela nous
amenera 3 redéfinir la notion d’ordre dynamique d’instanciation.

6.1.1 Filtrage et remontée

D’une maniére générale un algorithme de recherche de solution dans un CSP ins-
tancie successivement les variables dans le but d’obtenir une instanciation de toutes
les variables localement consistante, c'est-a-dire une solution. Afin de réduire [’espace
de recherche, des algorithmes détectant au cours de leur exécution des zones de cet
espace qui ne comportent pas de solution et donc qui évitent de les parcourir, ont
été développés. Pour ce faire, apres chaque affectation ils vérifient la consistance de
I'instanciation partielle puis examinent les valeurs des variables non encore instan-
ciées et suppriment par filtrage celles dont on est assuré que leur emploi, compte
tenu de l'instanciation partielle courante, conduira & un échec. Le degré de filtrage
employé influe directement sur la diminution de l'espace de recherche, mais plus le
filtrage est puissant plus il est coliteux. L’objectif est donc de déterminer le meilleur
compromis entre le colt du filtrage et 1'élagage réalisé. Le filtrage le plus simple est
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celui employé par FC: il supprime les valeurs futures non consistantes avec la derniére
valeur choisie. On peut en imaginer de nombreux autres, comme la consistance d’arc
ou la consistance de chemin, mais quel que soit celui que l'on utilise les principes de
I'algorithme de recherche ne sont pas remis en cause. Nous les avons présentés dans
le chapitre 4 (cf algorithme 5). La figure 4.3 du chapitre 4 montre ’enchainement
des choix de valeurs, des filtrages et des restaurations apres le choix d’une affectation
augmentante.

L’idée directrice de cet algorithme, que nous qualifierons par la suite de classique,
est donc d’étudier en filtrant les conséquences d’un choix d’une affectation augmen-
tante. Or ce n’est pas semblable d’une maniére générale au maintien d'un filtrage
pendant une procédure de recherche si celui-ci se définit comme suit :

Définition 34 Un algorithme de recherche de solution dans un CSP maintient un
Jiltrage si et seulement si le CSP est systématiquement filtré avant n'importe quelle

augmentation.

L’algorithme classique ne procéde au filtrage du CSP que lors d’une de descente
dans ’arbre de recherche et uniquement aprés avoir augmenté 1’instanciation cou-
rante. En fait, il considére que des valeurs futures ne peuvent étre éliminées qu’aprés
une instanciation. Si cela est vrai avec un filtrage trivial comme celui de FC!, cela
ne l'est plus avec des filtrages «plus forts» comme la consistance d’arc. En effet, avec
ces derniers des modifications peuvent intervenir dans le CSP aprés la suppression
d’une valeur précédemment choisie. Si 1'on nomme réfutation le fait de supprimer
la derniére valeur choisie de son domaine, nous pouvons établir le principe suivant:

Pour maintenir un filtrage pendant la recherche, i faut aussi filtrer le
CSP aprés une réfutation, c’est-a-dire aussi bien pendant la descente
que pendant la remontée dans I’arbre de recherche.

On obtient alors le schéma donné par la figure 6.1.
Cette nouvelle approche peut réduire le nombre d’échecs et n’est pas globalement
plus coiiteuse que la précédente.

1. A condition de considérer que le filtrage de FC élimine les valeurs non compatibles avec I'ins-
tanciation partielle et non pas celles qui n'ont pas de supports dans le domaine de la variable a

instancier.
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<F>Flluue @Rﬂhﬂrﬂim x1 | Choix d'une variable Choix d'une valeur - mveas k-1

% niveau k
Suppression de la dernidre valeur choisie _l&hec Iducemc I._.. remontée niveau k!

FiG. 6.1 - Fonctionnement de Ualgorithme de maintien d’un filtrage entre deuz ni-
veauz de l’'arbre de recherche.
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a & a
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FIG. 6.2 - Graphe de consistance d’un CSP vérifiant la consistance d’arc.

Pour démontrer la premiére affirmation, plagons nous a un niveau k arbitraire et
étudions le comportement de I'algorithme classique. Son but est de faire un choix
puis de filtrer le CSP afin d’une part de supprimer des valeurs dans les domaines qui
ne pourront pas prolonger l'instanciation partielle en une instanciation consistante
et d’autre part de transmettre un CSP non-inconsistant selon le filtrage au niveau
k + 1. Si le CSP transmis ne posséde pas de solution ou bien si le filtrage détecte
I'inconsistance du CSP, alors le choix est remis en cause en rétablissant le CSP dans
I'état ot il était avant ce choix puis en supprimant la derniére valeur choisie. A partir
de 13, un autre choix sera essayé. Entre le moment ot une valeur précédemment choisie
est supprimée et ou une autre valeur est désignée, le CSP n’a pas été filtré, certaines
valeurs auraient pu étre éliminées par le filtrage et notamment des valeurs du domaine
de la variable & instancier. En filtrant le CSP aprés une réfutation on pourra donc
éviter des échecs. Pour illustrer cela, considérons la fermeture par consistance d’arc
comme procédure de filtrage et le CSP dont le graphe de consistance est donné par
la figure 6.2.

Supposons que les choix portent sur la variable z;. Si l’on choisit la valeur a,
on aboutit a un CSP vérifiant |'inconsistance d’arc, cette valeur est donc remise en
cause. Si I'on étudie immédiatement les conséquences de la suppression de a de D,
on s’apercoit que le CSP vérifie I'inconsistance d’arc, il est donc inutile d’étudier les
autres choix, b et ¢, pour z;.

L’utilisation du filtrage aprés une réfutation permet aussi d’éviter de supprimer

plusieurs fois des valeurs du CSP qui ne sont viables que grace & la préesence d’une
ou plusieurs valeurs du domaine de la variable a instancier. A partir de la figure 6.3,
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F1G. 6.3 - Graphe de consistance d’un CSP vérifiant la consistance d’arc.

nous allons mettre en évidence son intérét.

Supposons que z; soit la variable & instancier, et que les valeurs soient choisies
selon P'ordre lexicographique. L'algorithme classique avec la consistance d’arc comme
filtrage, autrement dit RFL, supprimera les valeurs a de D; et a de Dy, deux fois
tandis qu’avec notre approche, elle ne sont éliminées qu’une seule fois.

6.1.2 Filtrage et déconnexion de variable

Nous avons vu dans le chapitre 3 que dés V'instant ol une procédure de filtrage
réduit le domaine d’une variable & une seule valeur, la variable est déconnectée du
réseau par la phase de propagation particuliére liée aux singletons. Cette idée, comme
nous l'avons remarqué dans le chapitre précédent, peut aussi rendre plus efficace le
filtrage, car d’une part elle permet souvent une détection plus rapide de I’inconsistance
d’un réseau de contraintes et d’autre part parce qu’une variable déconnectée du réseay
n’est plus prise en compte par les filtrages futurs.

6.1.3 Ordres d’instanciation

Le fait d’employer une procédure de filtrage aprés une réfutation permet une
approche différente des ordres d’instanciation.

Nous proposons de distinguer trois types d’ordres d’instanciation, plutot que les
deux types classiques, dynamique et statique:

1. Ordre statique.
2. Ordre dynamique classique.

3. Ordre fortement dynamique.
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Ordre statique

L’idée générale est de toujours choisir la méme variable pour un niveau donné,
que ce niveau soit atteint par la procédure de descente ou bien aprés la procédure
de remontée. Puis d’essayer successivement toutes les valeurs de cette variable. Cet
ordre est donc un ordre statique, si 'on considére que ce qualificatif s'accompagne de
I'établissement avant toute recherche de I'ordre d'instanciation des variables et qu’au
niveau k la k™ variable de cet ordre est choisie. L'ordre sur les variables est donc

donné A l'avance.

Ordre dynamique classique

L'idée directrice est de ne faire un nouveau choix de variable que lorsqu'il ya
un changement de niveau pendant la procédure de descente. Un nouveau choix est
fait par rapport & un critére dynamique pour un niveau k et n’est pas remis en
cause quand ce niveau est réétudié aprés avoir exploré les niveaux supérieurs a k.
Une fois qu'une variable est désignée, on choisit successivement comme affectation
augmentante toutes les valeurs de son domaine.

Ordre fortement dynamique

Cet ordre a été appelé «really dynamic» par D. Sabin lors d’une présentation orale
a PECAI'94. Le processus de choix d’une variable est relancé a chaque fois qu'une
modification intervient dans le réseau, aprés n’importe quel filtrage, soit aprés une
augmentation, soit aprés une réfutation. Pour le méme niveau, la variable a instancier
peut donc changer avant que toutes les valeurs de la variable aient été essayées, c’est
pourquoi nous avons qualifié cet ordre comme étant fortement dynamique. On peut
méme favoriser sa dynamicité en donnant la préférence A une variable qui n’a pas
encore été choisie en cas d'ex-aequo des critéres de choix. Cette approche est trés
différente des précédentes car il n’y a plus de dissociation entre le choiz des
variables et le choiz des valeurs. A chaque fois que I'on veut augmenter une
instanciation partielle, on choisit réellement une nouvelle affectation augmentante.

La figure 6.4 met en évidence ce nouveau mécanisme de choix.
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F1G. 6.4 - Fonctionnement de Ualgorithme classique entre deuz niveauz de l'arbre de
recherche avec un ordre fortement dynamique.
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6.1.4 L’algorithme

La version que nous présentons recherche toutes les solutions d’un CSP.

Algorithme 23 Algorithme de maintien d’un filtrage pendant la procédure
de recherche

RECHERCHERT OUTESSOLUTIONS()
consistant +— PRETRAITEMENT()
tant que cons:stant faire
(zi,a) + CHOISIRAFFECTATIONAUGMENTANTE(I, 0)
RECHERCHERSOLUTIONS((z;, ), I, 1)
SUPPRIMER{a, D;, 1)
si D; = & alors consistant + faux
sinon consistant + ELIMINERINCONSISTANCESLOCALESA PRESREFUTATION(1)

RESTAURERCSP(1)

RECHERCHERSOLUTIONS(i (z;,8),I,k)
AFFECTER((z4,a), I, k)
si k = n alors AFFICHERSOLUTION(J)
sinon
consistant « ELIMINERINCONSISTANCESLOCALESAPRESAUGMENTATION(I, k)
tant que consistant faire
(z;,b) +— CHOISIRAFFECTATIONAUGMENTANTE(/, k)
RECHERCHERSOLUTIONS((z5,6), I, k + 1)
SUPPRIMER(b, D;, k)
si ); = @ alors consistant « faux
sinon consistant + ELIMINERINCONSISTANCESLOCALESAPRESREFUTATION(k)

RESTAURERCSP (k)

Par rapport & l'algorithme classique, la principale différence est le test de la
consistance du CSP apres la suppression de la derniére valeur choisie : fonction ELIMI-
NERINCONSISTANCESLOCALESA PRESREFUTATION. Cette fonction comme ELIMINE-
RINCONSISTANCESLOCALESAPRESAUGMENTATION est chargée d’appeler le filtrage.

C’est la fonction CHOISIRA FFECTATIONAUGMENTANTE qui détermine si une nou-
velle variable doit étre ou non choisie en accord avec le type d’ordre désiré. Pour
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parvenir & ce résultat il faut qu’elle puisse savoir si elle est appelée aprés une réfu-
tation ou bien aprés le passage & un niveau supérieur. En fait, il suffit qu’elle soit
capable de comparer le niveau auquel elle est appelée avec le niveau de son précédent
appel. Comme cela peut se mettre en oeuvre facilement avec la plupart des langages
informatiques?, nous avons décidé de ne pas surcharger le code inutilement et de
considérer que 1’on dispose de cette information a I'intérieur de la fonction sans avoir

besoin de la passer en parametre.

Algorithme 24 Fonction d’affectation.

AFFECTER(i (z;, a), I, niveau)
Iniveau)] « (zy,a)
SUPPRIMER(z;, X )
si |D;| > 1 alors
pour chaque b € D; tel que b # a faire SUPPRIMER(), D;, niveau)
l_ AJOUTER(z;, listeSingleton)

La fonction AFFECTER, dont le code est donné par 1'algorithme 24, mérite une
explication particuliére. Lorsque 1'on doit affecter la valeur a 4 la variable z,, deux
cas peuvent se présenter:

1. a est 'unique valeur de D;

2. D; contient plusteurs valeurs.

Dans le premier cas, d’aprés le fonctionnement de 1’algorithme on est assuré que
z; a été placé avant ’affectation dans la liste listeSingleton et traité par la fonction
PROPAGATIONSINGLETON. Il ne sert donc & rien de faire d’autres tests pour a. Dans
ce cas, aucune valeur n'est mise dans les listes d’attente et donc aucun filtrage n’aura
lien immédiatement apreés I’affectation. Par contre, dans le second cas, il est néces-
satre d’étudier les conséquences du choix de a. Les autres valeurs de d; doivent étre
supprimées et z, doit étre placé dans listeSingleton.

L’ordre fortement dynamique ne pose aucun probléme puisqu’a chaque appel de
la fonction CHOISIRAFFECTATIONAUGMENTANTE une variable est choisie selon un

2. En C ou en C++, on utilise des variables de type static locales i la procédure
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critére dynamique, sans se soucier du moment ol la fonction est appelée. Pour les
autres ordres, une nouvelle variable n'est choisie que si le niveau courant est supérieur
au niveau précédent et si la variable dont 'instanciation vient d’étre remise en cause
n’a pas été instanciée par le processus de filtrage qui a suivi la réfutation née de cette
remise en cause. Si 'on nomme niveauPrec le précédent niveau on obtient la fonction

donnée par I'algorithme 25.

Algorithme 25 Fonction de choix d’une nouvelle valeur en accord avec un
type d’ordre donné

CHOISIRAFFECTATIONAUGMENTANTE(i I, niveau)
selon typeOrdre faire
cas ordre statique
si niveau > niveauPrec alors
| z; + PREMIER(listeVariableOrdonnée)

| sinon (z;, tmp) + I[niveau]
as ordre dynamique classique
si niveau > niveauPrec alors
| choisir z; parmi X selon le critére dynamique

Ix]

| sinon (z;, tmp) « I[niveau]
cas ordre fortement dynamique
| choisir z; parmi X selon le critére dynamique

niveauPrec + niveau
a +— CHOISIRVALEUR(z;)
retourner (z;,a)

6.2 MAC-X = MAC + AC-X

Nous proposons dans la suite d’utiliser la consistance d’arc comme filtrage car son
coiit est faible et son efficacité démontrée

L’objectif principal de cette section est de déterminer d’une part les modifica-
tions que l'on doit apporter a un algorithme d’AC pour pouvoir P'utiliser pendant
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une procédure de recherche et d’autre part 'algorithme qui donne les meilleurs résul-
tats dans ce contexte. Nous nous intéresserons essentiellement, dans la suite, & deux

algorithmes d’AC: AC-7 et AC-Inférence?.

6.2.1 Modification des algorithmes d’AC

Lors du maintien de la consistance d’arc pendant la procédure de recherche la
phase d’initialisation des algorithmes d’AC n’est pas employée, si I'on excepte, bien
séir, le prétraitement. Cette phase ne subit donc pas de changement. Par contre la
phase de propagation doit étre modifiée afin de procéder aux mémorisations néces-
saires au rétablissement de I’état du réseau avant le filtrage.

Cas général

1l est possible de dégager certaines modifications communes aux différents algo-
rithmes d’AC possibles. Il est clair que les valeurs qui sont supprimées des domaines
ainsi que les variables déconnectées et les contraintes qui les contraignent doivent étre
meémorisées. Il faut également procéder a la mémorisation de certains supports.
En effet, supposons que I'on ne procéde a aucune mémorisation pour les supports,
alors les valeurs supprimées apparaitront & tout instant dans les listes des valeurs
supportées de leurs supports. Comme les modifications du réseau de contraintes se
font par niveau, une valeur peut disparaitre au niveau & et 'un de ses supports a des
niveaux supérieurs & k. A chaque fois qu’une valeur (z,a) est éliminée, la liste S;, des
valeurs qu’elle supportait est parcourue, et comme (z,a) peut étre supprimée de nom-
breuses fois lors d'une procédure de recherche, on risque d’atteindre de nombreuses
fois les valeurs éliminées de S;, & des niveaux inférieurs. Il est donc nécessaire d’éviter
cela.

Une solution envisageable consiste lors de la suppression d’une valeur a la décon-
necter systematiquement de toutes les listes de supports auxquelles elle appartient.
On peut parvenir A ce résultat en mémorisant pour chaque valeur la liste des valeurs
qui la supportent. Cela présente le meme inconvénient que celui que nous avons pré-
senté dans le chapitre précédent. A savoir que l'on réalise de maniére systématique

3. ce qui s’applique pour AC-7, est également vrai pour AC-6.
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un travail qui peut s’avérer inutile dans le cas o le CSP vérifie 'inconsistance d’arc,
donc & chaque fois que 1’on rencontre un échec. Comme ce cas se produit assez souvent
quand le CSP est difficile & résoudre, nous ne pouvons pas accepter cette solution.

La méthode que nous proposons est un peu plus complexe et nécessite une étude
plus approfondie de la procédure de restauration d’un état précédent. D'une maniere
générale cette étape consiste & rétablir le réseau de contraintes dans 1’état ou il se
trouvait précédemment?, c’est-a-dire que toute valeur posséde le méme ensemble de
supports. Lorsqu’une valeur est remise dans un domaine, elle doit étre viable, donc
posséder un support sur toutes les contraintes. Si I'on est amené a supprimer des
éléments des listes de valeurs supportées, il faut donc les mémoriser pour pouvoir les
remettre dans ces listes. Nous proposons de supprimer une valeur (%, a) d'une liste Sjs
quand (i,a) est atteinte lors du parcours de Sj; alors que a n’appartient plus 2 D;.
On introduit alors (4, b), c'est-a-dire le support (3,a), dans une liste particuliére liée
3 (i,a). Ainsi, on pourra correctement rétablir les supports de (z,a) au moment ol
celle-ci est replacée dans le domaine. C’est la valeur elle-méme qut va rétablir
ses supports. Pour réaliser cela une nouvelle structure de donnée est introduite, il
g'agit pour chaque valeur a supprimée du domaine D; de la liste RS;,. Lorsque la
valeur a sera remise dans D;, elle devra aussi étre remise dans la liste des valeurs

supportées des supports contenus dans RS;.

De plus on peut remarquer qu’il ne sert & rien de procéder a ce type de suppres-
sion si une valeur et la valeur qu'elle supporte sont supprimées de leurs domaines
respectifs pendant la méme phase de fermeture par consistance d’arc, car elles seront
restaurées toutes les deux en méme temps. En comparant le niveau auquelle une va-
leur a été supprimée avec le niveau courant, nous éviterons donc des modifications

«intempestives».

4. Nous verrons un peu plus loin que Yon peut se contenter d'un état équivalent.
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Algorithme 26 Filtrage par consistance d’arc employé pendant une procédure
de recherche

fonction PROPAGATION(i/o listeAttente, listeSingleton i k) : booléen
/* k est le niveau courant */
tant que listeSingleton # @ et listeAtiente # @ faire
si listeSingleton # @ alors
prendre z, dans listeSingleton et le supprimer
u + PREMIER(D,)
8i = PROPAGATIONSINGLETON (Z,, u, liste Attente, listeSingleton, k) alors
Lretourner faux

sinon

prendre z; dans listeAttente et le supprimer

tant que listeAttente[j] # @ faire

prendre b dans listeAttente[j] et le supprimer

pour chague z; € ['(z;) tel que S;[t] # @ faire

si |D;} > 1 alors

pour chagque (1,a) € Sjli] faire

si a € D; alors

si -~ EXISTESUPPORT(z;, a, Cj;, b, k) alors
[SUPPRIMERETMETTREENATTENTE(a, D;, listeAttente, listeSingleton, k)

sinon

si NIVEAUSUPPRESSION((z;,a)) # k alors
SUPPRIMER((%, a), Sjp)

LL‘\JOUTER( (4,8), RS;s)

sinon
si NIVEAUDECONNEXION(x;) # k alors
DECONNECTER(S;5/2], Sjs)

|_AJOUTER( (2,0), RX[Cy))

retourner vrai

Donc une valeur a de z; sera 6tée d’une liste S;fi] contenant (1,a) s (,b)
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a été supprimé é un niveau k et que la conséquence de la disparition de
(,0) a entrainé l’étude de la viabilité de (i,a) , alors que a n’appartenait
plus & D; depuis un niveau strictement inférieur d k.

Comme toute suppression est attachée & un niveau, tous les tableaux de mémo-
risation seront indicés par des niveaux et dés lors qu’une valeur sera supprimée d’un
domaine, elle sera marquée par le niveau de sa suppression, qui pourra étre accédé
par la fonction NIVEAUSUPPRESSION.

Un probléme particulier se pose pour les variables déconnectées qui sont atteintes
par la propagation d’une valeur supprimée. Nous avons proposé en 4.11.3 un méca-
nisme permettant de supprimer les contraintes C,, ol z, est une variable instanciée,
ou plus exactement d'éviter d’étudier les valeurs de z, lors de la propagation. Le
maintien de la consistance d’arc nous oblige & avoir une vision globale de 1’évolution
du CSP pendant toute la recherche. Aussi pour les mémes raisons que précédemment
avec les supports, si une variable est instanciée & un niveau k elle ne doit pas pou-
voir &tre atteinte plusieurs fois & cause de la suppression d’une méme valeur & des
niveaux supérieurs & k. Pour y parvenir il suffit, par exemple, d’éclater les listes de
supports en fonction des contraintes, comme pour AC-7, afin de pouvoir utiliser la
méthode proposée en 4.11.3, et lorsqu’on rencontre z; déconnectée, en étudiant les
conséquences de [a disparition d’une valeur b d’un domaine D;, de déconnecter la liste
S;s[i] de Ta liste Sy, et d’ajouter (4,b) dans une liste particuliére que nous noterons
RX de la contrainte Cj;. Ainsi quand Cj; sera replacée dans le graphe des contraintes
elle donnera P'ordre & la valeur b de z; d’ajouter la liste Sjs(i] dans Sj; cet ajout se
fera sans avoir besoin de parcourir tous les éléments de la liste.

Pour résumer les nouvelles structures de données sont :

—~ RS;.: un ensemble de supports. Pour (¢,a) supprimée du domaine D;, cette
liste est constituée de ’ensemble des supports (7,b) pour lesquels (i,a) devra,
lorsque a sera remis dans D, étre remis dans leur liste de valeur supportées

.S'J-b[z].

- RX[Cj;}: une liste de valeurs. Pour une contrainte Cj;, avec z; déconnectée & un
niveau k, cette liste contient 'ensemble des valeurs de z; qui ont été supprimées
3 des niveaux supérieurs a k et pour lesquels 1'étude des conséquences de leur
disparition les a amenés & vouloir étudier une valeur de z; alors que celle-ci était
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instanciée.

Si I’on considére que la fonction EXISTESUPPORT, comme dans le chapitre 3,
mémorise le nouveau support trouvé si I’on emploie AC-6, AC-7 ou AC-Inférence
alors I'algorithme 26 donne la structure commune & tous ces algorithmes utilisés
pendant la procédure de recherche.

11 est possible de donner aussi une procédure de restauration générique (cf algo-

rithme 27).

Algorithme 27 Restauration du CSP de I’instant précédent

procédure RESTAURERCSP(i k)
/* k est un niveau */
(zp,a) « I[k]
/* on remet z, dans la liste des variables */
AJOUTER(Zp, X)
pour chaque variable z; déconnectée au ntveau k faire
pour chague z; € I'(z;) faire
/* on remet la contrainte Cj; *
AJOUTER(z;, I'(x;))
/* on reconnecte les listes de valeurs supportées déconnectées */
pour chague (j,b) € RX|[Cjy;] faire AJOUTER(Sj[t), Sjs)
RX [Cj,‘] ~— O

-

pour chaque valeur (z;,a) supprimée au niveau k faire
/* on remet a dans D; */

AJOUTER(a, D;)
/* on remet (z;,a) dans certaines listes de ses supports */

pour chaque (z;,b) € RS;, faire AJOUTER((z;,a), Sjs)
RS — &

A partir des considérations précédentes on peut dégager trois caractéristiques que
devraient posséder un “bon” algorithme de filirage par consistance d’arc employé
pendant une procédure de recherche:

1. Pouvoir trouver rapidement un nouveau support pour une valeur sur une contrainte.
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2. Limiter I’étude de la conséquence de la suppression d’une valeur sur une contrainte,
et atteindre le moins possible de valeurs supprimées 4 'instant courant ou sup-
primées & un instant précédent ou encore qui possédent un autre support sur

la contrainte.
3. Minimiser le nombre de restaurations.

Les deux derniéres caractéristiques sont trés liées. Plus on atteindra de valeurs
supprimées, plus on mémorisera des supports et donc plus les restaurations seront
nombreuses. Nous allons dans les sections suivantes étudier le comportement des
algorithmes AC-7 et AC-Inférence lorsqu'ils sont employés pendant une procédure
de recherche. Cependant, on peut remarquer immédiatement que pour AC-7 et AC-
Inférence, qui n’ont besoin de connaitre qu'un seul support par valeur sur n’importe
quelle contrainte, le nombre de valeurs atteintes suite a la disparition d’une valeur est
faible. La deuxieme caractéristique d’un bon algorithme de filtrage par consistance
d’arc employé pendant la procédure de recherche est donc possédée par ces deux
algorithmes.

6.2.2 MAC-7

AC-7 commence par rechercher un nouvean support pour une valeur (%, a) dans la
liste S;, des valeurs qu’elle supporte. Or il est possible que (7, &), une valeur supportée,
n’appartienne plus au domaine de sa variable. (4, ) doit donc étre momentanément
supprimée de S;, afin que ce constat ne puisse pas étre fait plusieurs fois pour un
méme sous-arbre de l'arbre de recherche. La valeur pour laquelle on recherche un
nouveau support appartient toujours au CSP. On pourrait donc attendre pour savoir
si (i,a) va ou non posséder un nouveau support, car si elle n’a plus de support elle
sera éliminée. De plus, dans le cas oli le niveau de suppression de (7, b) est le niveau
courant on pourrait ne pas supprimer (4, b) de S;,. Mais cela ne présente pas d’intérét
car de toute facon il faudrait mémoriser les valeurs atteintes n’appartenant plus au
domaine de leur variable; on ne peut plus se contenter d’un seul test. Aussi nous
utiliserons les listes RS selon le méme principe que précédemment.

Pour resumer nous pouvons donner, pour AC-7, une seconde raison justifiant la
suppression d’une valeur d’une liste des valeurs supportées: une valeur (j,b) sera
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supprimée d’une liste S;;[j] des valeurs supporiées d’un de ses supports
st (j,b) a été atteinte pendant la procédure de recherche d’un nouveau
support de (i,a) alors que b n’appartenait plus é& D;.

Donc, quand AC-7 est employé pendant une procédure de recherche, un élément
(z;,b) pourra étre supprimé d’une liste S;; pour trois raisons:

1. si a a été supprimée de D; et si un nouveau support a été trouvé pour b de z,
sur la contrainte Cj; (le cas normal dans AC-7).

2. si le niveau de sa disparition est inférieur a celui pendant lequel Ia liste a été
parcourue pour réétudier la viabilité des valeurs appartenant & la liste.

3. si pendant la recherche d’un nouveau support pour (2,a), (7,b) est atteint et &
n’appartient plus & D;

Dans les deux derniers cas, on mémorise (z,a) dans RSj;, pour pouvoir remettre
(j,b) dans S, lors de la restauration de b dans D;. Par contre, pour la premicre
éventualité, aucune mémorisation ne sera réalisée et donc aucune restauration. Aussi,
avec MAC-7, un CSP peut étre restauré dans un état équivalent et non
plus exactement dans l’état ot il se trouvait eavant une augmentation. Le
support d’une valeur sur une contrainte peut donc évoluer dans le temps. La figure
6.5 montre sur un exemple le changement possible de support pour certaines valeurs
aprés restauration, ici a et b de zi sur Cy,.

Par ailleurs, AC-7 a besoin de connaitre, pendant la recherche d’un nouveau sup-
port pour (i,a) sur C;;, la derniére valeur étudiée dans le domaine de D; par a sur
Ci;j, notée Li,[j]. Comme les Li[7] peuvent étre modifiées pendant la procédure de
filirage il faudra pouvoir rétablir ces tableaux dans 'état ou ils se trouvaient avant
le filtrage si 1’on veut étre sir de ne pas oublier de supports. Ce qui importe ce n’est
pas de mémoriser toutes les modifications pouvant survenir pendant une phase de
filtrage, mais de pouvoir restaurer la derniére valeur étudiée d’une valeur avant cette
phase. Une mémorisation n’est donc nécessaire que lors de la premiére modification.
11 faut donc pouvoir savoir si pour un instant donné L,,[7] a déja été mémorisée avant
cet instant. Pour parvenir & ce résultat on associe & tous les L,,{j] le niveau de leur
derni¢re modification. Nous appellerons NIVEAUDERNIEREMODIFICATION la fonc-
tion qui permet d’accéder a cette information. Aussi lors de la descente dans I'arbre
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i ] k

a a a Graphe de consistance
s =,

a X ag—=a CSP avant augmentation
b b b

CSP apres filtrage

a a
\ b Z b suite au choix de a pour i

a % a 7 a CSP apres restauration

b b 44 b

a “=— b signifie que a supporte b

FIG. 6.5 - Evolution des supports aprés filtrage et restauration.

de recherche, pour savoir si L;,[f] a déja été modifiée, il suffira de comparer le niveau
courant avec celui retourné par la fonction NIVEAUDERNIEREM ODIFICATION(L;,[7])-
Cette derniére valeur doit étre correctement remise A jour lors des remontées. Pour
ce faire on mémorise ensemble la valeur de L;,[7] et le niveau de la précédente modi-
fication, pour qu'une restauration rétablisse correctement ces deux valeurs.

D’autre part, la nouvelle possibilité de suppression d’éléments des listes de va-
leurs supportées impose une vision différente de la notion de derniére valeur étudiée.
Comme un CSP peut étre rétabli dans un état équivalent, il est possible pour une
valeur (2,a) que la derniére valeur qu’elle ait étudiée sur une contrainte ne soit plus
explicitement un des ses supports, c’est-a-dire que (Z,a) n’apparaisse plus dans la liste
des valeurs supportées de sa derniére valeur étudiée. Considérons I'exemple donné par
la figure 6.6 et supposons que la valeur (j,a) soit éliminée pendant le processus de
filtrage. Cette valeur correspond & L;[j]. La valeur (3, b) devient le nouveau support
pour (%,b) et L[] est modifiée en conséquence puisque ce support a été trouvé en
parcourant le domaine de D;. La restauration rétablit la précédente valeur de Lal1),



160 Chapitre 6. Maintien de la consistance d’arc pendant la procédure de recherche

i J
a X a Graphe de consistance
b b
-——>a CSP avant augmentation

a
b >_—<' b Liafj}=a, Lib{j}=a

a \ CS-.P apreés ﬁ-ltrage |
b_—Sb suite au choix de b pour }
Lib(j] est modifié : Lib[j]=b

CSP aprés restauration

a § a Lib{j] est restauré : Lib[j]=a

b =b (j,a) ne supporte ni (1,a) ni (i,b)
pourtant Liafj)=a et Lib[j]=a

a <= b signifie que a supporte b

FIG. 6.6 - Modification et restauration des derniéres valeur étudiées.

c’est-a-dire a, qui ne supporte plus (i, b). Et bien que Li,[j] ne soit pas modifiée, on
retrouve le méme résultat pour (i, a).

La dernitre valeur étudiée est en fait une limite, on est assuré qu’il n’existe pas
de valeurs inférieures dans le domaine qui puisse ére un support. Si cette valeur
n’apparait plus explicitement comme un support, elle le reste de maniére implicite.
Quand on recherchera un nouveau support pour une valeur (3, a) sur une contrainte
Cij dans le domaine D; il faudra donc tester si Li[j] appartient a D; pour
rendre explicite ce support. Ce probléme apparait auss: quand on veut éviter
des tests négatifs. En effet une liste S;; peut ne plus contenir une valeur (j,d) telle
que Lj[i] = a. (i,a) ne pourra donc pas trouver (7,b) comme support pendant la
premiére étape de la fonction EXISTESUPPORT soit pendant la recherche dans la
liste Siy[f]. Ensuite elle ne I'acceptera pas non plus pendant la recherche dans le
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Algorithme 28 Modifications d’AC-7 pour pouvoir étre employé pendant une
procédure de recherche.

fonction EXISTESUPPORT(i z;, a, Cij, b, k) : booléen
/* k est le niveau courant */
trouvé « faux
tant que —trouvé et Si;[j] # @ faire
¢ + PREMIER(S;,[7])
si ¢ ¢ D; alors
SUPPRIMER(¢, Sia[7])
I_ MEMORISER((3, @), RSjc)
L sinon trouvé < vrai
si —trouvé et Li,[j] € D; alors
C — Lia[j]
| trouvé + vrai
tant que —trouvé et ¢ < DERNIER(D;) faire
¢ + SUIVANT(c, D;)
8i Lj[i] <= e alors
si Ljc[t] = a ou Cjj(a,c) alors

trouvé + vrai
/* on mémorise L;,[j] si c’est la premitre fois */
/* qu’elle est modifiée au niveau k */
derniéreMémo «— NIVEAUDERNIEREMEMORISATION(L;,[))
si derniéreMémo # k alors
MEMORISER(Lig[7], derniéreMémo)

t NIVEAUDERNIEREMEMORISATION(L;4[4]) + &

| Liaf] ¢

si trouvé alors

si b # nil alors SUPPRIMER((%, a), S;s)
| AJOUTER((2, a), Sjc[t])

retourner trouvé
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domaine puisque L;;[i] n’est pas strictement inférieur & a. Il faut donc modifier cette
dernitre condition afin qu'elle accepte des valeurs inférieures ou égales & a (et non
plus strictement inférieures). Comme cette recherche ne considére que des valeurs
du domaine, on pourra donc se passer du test pour savoir si elles appartiennent au
domaine. Ces modifications ne changent pas la complexité dans le pire des cas d’AC-
7. L’algorithme 28 résume les modifications nécessaires & ’emploi d’AC-7 pendant
une procédure de recherche.

L’inconvénient majeur de MAC-7 est le coilit des mémorisations des tableaux L
dans le pire des cas, qui, heureusement, est trés loin de la complexité réelle. Comme
la derniére valeur étudiée Li,[j] pour une valeur (3, a) sur une contrainte C;; peut étre
modifiée par la disparition de chaque valeur de z,, la complexité globale est bornée
par O(ed?), mais on peut remarquer aussi que L;,{j] ne peut &tre mémorisée qu’une
seule fois par niveau et comme la profondeur maximale de ’arbre de recherche est
bornée par n (le nombre de variable du CSP a I’origine), le nombre de mémorisations
est également borné par O(ned). La complexité en espace de MAC-7 est donc en
O(min(ed?, ned)). La complexité en temps pour une branche de ’arbre de recherche
reste en O(ed?). Mais intuitivement on devine que MAC-7 risque de parcourir plu-
sieurs fois les mémes valeurs de certains domaines pour trouver des supports, pour un
sous-arbre de I’arbre de recherche. Aussi on peut s’attendre a ce que ses performances
diminuent en meéme temps que le taux de satisfaisabilité des contraintes. Toutefois
nous verrons dans la partie expérimentale que MAC-7 est rarement pénalisé pour des
CSP ayant, & l'origine, des contraintes de ce type, car le taux de satisfaisabilité des

contraintes évolue pendant la recherche.

6.2.3 MAC-Inférence

Pour des raisons similaires & celles que nous avons précédemment exposées, cer-
taines mémorisations vont étre nécessaires afin de rétablir, lors de remontées, le réseau
dans un état équivalent. Rappelons, tout d’abord, les structures de données d’AC-
Inférence. Pour chaque valeur sur chaque contrainte, AC-Inférence utilise trois types
de listes : une liste de type S (S;s[j] par exemple) qui contient les valeurs supportées,
une liste de type P contenant les valeurs qui sont connues comme étant consistantes
et une liste de type U/ contenant les valeurs dont on ne sait pas si elles sont des
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supports.
Lorsqu’AC-Inférence est utilisé comme prétraitement, il existe trois types de trans-

fert entre éléments de listes de types différents:
1. de U vers S;
2. de U vers P.
3. de P vers S;

Le premier et le troisieme types de transfert sont réalisés par la fonction EXISTE-
SUPPORT tandis que le deuxiéme est effectué par la fonction DEDUIRES UPPORT.

Si I'on respecte les principes de restauration et de mémorisation précédemment
exprimés nous aurons besoin de 3 nouveaux types de listes pour pouvoir utiliser AC-
Inférence pendant une procédure de recherche. Ce sont pour une valeur (4, ) sur une

contrainte Cj;:

- RS;: cette liste contient les valeurs (i,a) tels que (j,b) appartenait la liste
Sia[7] et a été atteint alors que b a été supprimé de D; & un niveau inférieur au
niveau courant.

- RPj,: idem ci-dessus pour les listes P;,{j].
— RUj: idem ci-dessus pour les listes Us[5)-

Bien entendu, lorsqu’une valeur (j,b) sera remise dans D;, on replacera aussi
(7,b) dans les listes de type P, U et S correspondant respectivement aux valeurs

appartenant & RP, RU et RS.
Maintenant, si on utilise AC-Inférence pendant une procédure de recherche, d’autres

types de transfert vont intervenir:
1. de S vers RS;
2. de P vers RP;
3. de U vers RU;

4. de S vers RP;
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5. de RS vers S
6. de RP vers P;
7. de RU vers U;
8. de RU vers RP;

type de transfert 1:

Ce type de transfert est similaire & celui précédemment présenté pour tous les algo-
rithme de consistance d’arc procédant par maintien de support. Il est effectué par la
fonction PROPAGATION.

types de transfert 2 & 4:

Ces types de transfert sont réalisés par la fonction EXISTESUPPORT. Ils permettent
d’éviter d’atteindre plusieurs fois pendant la procédure de recherche une valeur qui
n’appartient plus au domaine de sa variable. Leur principe est semblable & celui du
type précédent.

types de transfert 5 4 7
Ces transferts permettent de rétablir le CSP dans un état équivalent lors du processus
de remontée. Aussi c’est la fonction RESTAURERCSP qui en a la charge.

type de transfert 8:

C’est un transfert qui est di au principe de déduction employé par 'algorithme. 11
sera donc réaliser par la fonction DEDUIRESUPPORT. Pour mettre en évidence 'intérét
de ce transfert considérons une contrainte commutative Cij et les valeurs a et b de
D; munies des listes de type U suivantes:

Uialj] = {b, c}
Uslj] = {a,d}

Supposons que 1'on recherche un support pour la valeur (i, a) sur Ci; dans la liste
Uia[7)- Supposons aussi que la valeur b n'appartienne plus a D;. La valeur b de Up,|j]
est atteinte en premier, comme elle n’appartient plus & Dj, on mémorise (z,a) dans
RU;;, et on supprime b de Uial7]- Supposons maintenant que I'on trouve a comme
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support pour (%, b) aprés avoir parcouru la liste Uy[j]. Ci;(b, a) est vrai donc d’aprés
la commutativité C;;(a,b) aussi; par conséquent la valeur (i,a) de RU;;, doit étre
transférée dans RP;, afin de prendre en compte ce résultat quand b sera remis dans
D;. Si le test de consistance s'était avéré faux alors la valeur (i,a) aurait da étre
supprimé de RUj,.

L’algorithme 29 montre les modifications qu'il faut apporter & AC-Inférence pour
pouvoir |'utiliser pendant une procédure de recherche.

Contraintes Identiques

Le regroupement des contraintes identiques entraine ’ajout de nouvelles struc-
tures de données pour AC-Inférence si les listes de type U et P pour un ensemble de
contraintes identiques sont partagées. Par exemple si C;; et Cy,; sont deux contraintes
identiques alors les listes P, {7} et Piq[f] ne sont représentées qu’une seule fois. Afin que
ce partage de ressources puisse se faire, on munit chaque valeur sur chaque contrainte
d’un pointeur sur la derniére valeur étudiée pour la liste P et la liste U rattachée &
cette valeur. Pour que ce mécanisme fonctionne correctement lors d’une procédure
de recherche il faut mémoriser les variations de ces pointeurs pour chaque niveau. Le
principe de mémorisation et de restauration de ces pointeurs est semblable & celui que
nous avons decrit pour l'indice de la derniére valeur étudiée avec AC-7. Par contre,
on ne procédera plus & aucune suppression dans les liste de type P. Les listes de type
RP et RU ne seront plus utiles.

En utilisant cette méthode on pourra étre amené a atteindre plusieurs fois des
valeurs n’appartenant plus au domaine. Mais on ne pourra pas réaliser plusieurs fois
le méme test de consistance.

6.3 Représentation Ensembliste

Si 'on suppose que 1'on sait réaliser efficacement certaines opérations de base sur
les ensembles, comme par exemple I'intersection, alors il est possible de simplifier les
algorithmes. L’implémentation de ces opérations peut se faire, par exemple, & I'aide

de vecteurs de bits.
Nous supposerons que les domaines des variables et les listes P, qui contiennent les
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Algorithme 29 Fonction EXISTESUPPORT d’AC-Inférence employé pendant
une procédure de recherche

EXISTESUPPORT(i z;,a, C;j,b) : booléen
trouvé « faux
/* recherche dans la liste des supports connus */
tant que ~trouvé et Py(j] # & faire

¢ - PREMIER(P;;[j])

si c & D; alors
SUPPRIMER(c, Py [])

L MEMORISER((%, a), RP;j.)

sinon

| L trouvé + vrai

/* recherche dans la liste des valeurs pouvant étre des supports */

tant que ~trouvé et Uj,[j] # @ faire

¢ + PREMIER(Uy,[j], D;)

SUPPRIMER(c, Uj,[7])

si ¢ € D; alors MEMORISER((i, a), RU;.)

sinon
trouvé + Cjj(a,c)

,_ DEDUIRESUPPORT((i, a}, (4, ¢), trouveé)

si trouvé alors
si b £ nil alors
SUPPRIMER((i, &), Sj)
l_ MEMORISER((i, a), RPj;)
| AJOUTER((3, a), Sjcli])
retourner trouvé
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valeurs qui sont connues comme étant consistantes, et U, qui contiennent les valeurs
dont on ne sait pas si elles sont des supports, sont représentées par des ensembles. La
nouvelle fonction EXISTESUPPORT de MAC-Inférence se simplifie comme le montre
algorithme 30. En effet, contrairement & la précédente, elle ne contient plus de
mécanisme de mémorisation. La fonction PREMIER(E) retourne le premier élément
d’un ensemble F si E n’est pas vide et nil sinon.

Algorithme 30 Fonction EXISTESUPPORT d’AC-Inférence utilisant une re-
présentation ensembliste des listes P et U et des domaines.

EXISTESUPPORT(i zi,a,C;j,b) : booléen
trouvé ¢« vrai
Cc PREMIER(Dj N P[]}
si ¢ = nil alors
trouvé + faux
pour chague ¢ € (D; NUy[j]) tant que —trouvé faire
SUPPRIMER(c, Uj,[4])
trouvé + Cij(a,c)
si trouvé alors AJOUTER(c, Pi,[]) DEDUIRESUPPORT((i, a), (4, c), trouvé)

8i trouvé alors
SUPPRIMER((, &), Sjs)
| AJOUTER((%, @), Sjc[i])
retourner trouvé

6.4 Expérimentations

Nous rappelons que le suffixe «ps» ajouté au nom des algorithmes signifie qu'ils
utilisent le traitement particulier pour les variables dont le domaine est un singleton.

Dans un premier temps, nous détaillerons les résultats obtenus pour Iso-ssgrpartiel,
puis nous nous intéresserons aux problémes aléatoires et enfin aux problémes d’affec-
tation de fréquences.

La version de MAC-4 que nous avons utilisée a été trés fortement optimisée. Elle
améliore au moins de 50% les versions plus classiques.
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tps {(en s) | rs (en millier) || % gain tps | % gain rs ]I
MAC-4 373,3 4 534 - -
MAC-6 256,3 2 791 31,3 38,4
MAC-6ps l: 222,0 2 510 | 13,2 10,1

F1c. 6.7 - Comparaison des performances des algorithmes MAC-4, MAC-6 et MAC-
6ps pour Iso-ssgrpartiel. Les gains de MAC-6 sont exprimés par rapport ¢ MAC-4,
ceur de MAC-6ps par rapport 6 MAC-6.

Pour lso-ssgrpartiel on obtient les résultats donnés en figure 6.7.

Les temps donnés sont ceux pour pour résoudre les 10 000 instances définies selon
le protocole précédemment exposé. MAC-6 met 30% de temps de moins que MAC-4
ce qui est mieux qu’AC-6 par rapport & AC-4. Les améliorations des algorithmes
d’AC conduisent donc & un gain de temps lorsque la consistance d’arc est maintenue
pendant la recherche.

Pour le nombre d’appels a-la fonction EXISTESUPPORT, la différence entre MAC-4
et MAC-6 est trés importante. Aussi AC-6, méme quand il est employé pendant la
recherche, a une phase de propagation moins cofiteuse que celle AC-4. La viabilité
des valeurs est nettement moins souvent remise en cause par MAC-6 que par MAC-4.

MAC-6ps améliore en temps MAC-6 d’environ 13%. Ce chiffre est superieur au
gain d’AC-6ps sur AC-6.

Les différences que nous venons d’observer sont relativement modestes car les
probléemes testés sont faciles. En effet, MAC-6 n’a besoin, en moyenne, que de 25 ms
pour résoudre une instance. C'est pourquoi nous proposons d’étudier le comportement
des algorithmes pour des problémes plus difficiles.

Nous avons généré 3 ensembles de réseaux aléatoires difficiles. Le premier ensemble
comprend des réseaux ayant 20 variables et 10 valeurs. Le deuxiéme est constitué des
réseaux ayant plus valeurs que le précédent, nous avons choisi 30 valeurs. Le troisiéme
a pour élément des réseaux ayant plus de variables que le premier, ici 30 variables.
Afin d’obtenir des réseaux difficiles A résoudre, nous avons calculé grace 3 [Prosser,
1994], pour chaque densité du graphe, un taux de satisfaisabilité de facon a placer le
probleme sur la phase de transition. Chaque point des courbes données en figure 6.8,
6.9 et 6.10 représente la moyenne obtenue pour 30 instances
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FIG. 6.8 - Comparaison des performances des algorithmes MAC-{, MAC-6, MAC-
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FIG. 6.10 - Comparaison des performances des algorithmes MAC-4, MAC-6, MAC-
6ps, MAC-7 et MAC-7ps pour des réseauz aléatotres ayant S0 variables 10 valeurs.

Il apparait clairement sur ces figures que MAC-6 est meilleur que MAC-4. Plus le
nombre de valeurs augmente ou plus le nombre de variables croit et plus la différence
(pour une méme densité) est importante.

MAC-6ps économise 20 % du temps mis par MAC-6 pour des réseaux ayant 20
variables. Lorsque les réseaux ont plus de variables, I’économie est plus importante
(cf figure 6.10), ce qui montre 'intérét du traitement particulier pour les domaines
qui deviennent des singletons.

Le comportement de MAC-7 par rapport & MAC-6 est assez difficile 4 étudier. Pour
le premier ensemble de réseaux le gain réalisé par MAC-7 est d’environ 12%. Pour
les réseaux ayant une faible densité 1'utilisation de la bidirectionnalité des contraintes
est intéressante, mais elle le devient beaucoup moins lorsque la densité augmente. On
ne retrouve pas ce résultat pour MAC-7ps car plus la densité augmente et plus le
traitement particulier pour les domaines qui deviennent des singletons améliore les
performances de MAC-7. Avec MAC-7ps, on est pratiquement assuré de résoudre les
problémes en utilisant 25% de temps en moins que MAC-6.

Considérons maintenant les problemes d’affectation de fréquences. Seules les ins
tances 1, 2, 3, 4, 5 et 11 des RLFAP ne vérifient pas |'inconsistance d’arc, et parmi
elles, seule la 11 est difficile & résoudre (plus de 2 500 backtracks). Les autres se
résolvent sans retour-arriére. Les résultats que nous avons obtenus sont donnés en
figure 6.11 et 6.12.

1»
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RLFAP-1 RLFAP-2 RLFAP-3
cc rs | tps cc rs cc rs | tps
4 16996 | 5032 [ 653 || 4074 [ 1 185 8922 | 2687 | 30,8
6 1933 839|124 450 192 997 | 476 | 6,0
7 1341 | 837|125 312| 192 715 | 474| 56
Iid 24| 818 48 11| 193 20| 452 2,0
6ps 1877 | 768|115 434 178 961 | 436 | 54|
Tps 1201 | 766 (10,7 || 209 178 682 | 434 5,1
Tidps 26| 736 | 40 11| 17 20| 412] 20 H
RLFAP-4 RLFAP-5 | RLFAP-11
.[ cc| 18| tps cc s | tps cc rs tps
4 1822|261 |50 5610 1206 | 16,7 {{ 13 051 | 37 038 | 138,8
6 492 o0f24af1260| 223] 5,7{ 2667 2258 | 227
7 433 90|25 988! 226 56 2165| 2298 218
Tid 62| 7210 139 207] 20 25| 2420 155
6ps 147 22fo08l1080] 18¢| 47| 2587 1571 16,9
7ps 129 | 22]08 es1| 185 4,7] 2096 | 1585 | 16,2 |
Iidps 40| 18|05 124 162 1,7 24| 1602 10,1

F1G. 6.11 - Comparaison des performances des algorithmes MAC-4, MAC-6, MAC-
7. MAC-hd, MAC-6ps, MAC-Tps, MAC-Iidps pour les problémes d’affectation de
fréquences. Le nombre de tests de consistance réalisés (cc) et le nombre d’appels ¢ la
fonction EXISTESUPPORT (rs) sont exprimés en milliers, les temps (tps) sont donnés

en seconde.
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| rLFaP1 RLFAP-2 RLFAP-3
ce rs | tps cC by} cc s | tps
6 88,6 | 83,2 | 81,0 | 89,0 | 83,8 88,8 | 82,3 | 80,5
7 306 02]-08 307 00 2831 04| 6,7
Iid [ 988] 25613976/ -05 654 98,0 | 5,0 | 66,7
6ps | 29[ 85| 7.3 36| 7.3 37| 84100
7ps 1332 87[137(336] 7.3 154 316 | 88/ 150
Iidps {| 98,7 | 12,3 [ 67,8 [[ 97,6 | 8,3 | 65,4 || 98,0 | 13,4 | 66,7
[ RLFAP4 RLFAP-5 RLFAP-11
" cc s | tps cc IS tps v rs | tps
6 73,0 | 65,5 | 48,0 || 77,5 | 81,5 | 65,9 || 79,6 | 93,9 83,7»
7 120 00| -42f21,7]-1,3] 1,8[188]-1,8] 40
Iid | 87,4200]584 890 7.2|649/99,1]-76]31,7
6ps |l 70,1 | 75,6 | 66,7 || 14,4 | 17,5 | 17,5 || 3,0 | 30,4 | 25,6
7ps || 73,8 | 75,6 [ 66,7 |[ 30,1 [ 17,0 | 17,5 || 21,4 [ 29,8 | 28,6
Tidps [ 91,9 [ 80,0 | 79,2 [| 90,2 | 27,4 | 70,2 " 99,1 | 29,1 | 55,5

F1G. 6.12 - Pourcentages de gawn réalisés par MAC-6 par rapport a MAC-4 et par
les algorithmes MAC-7, MAC-Iid, MAC-6ps, MAC-Tps, MAC-Iidps par rapport d
MAC-6 pour les problémes d’affectation de fréquences.



6.5. Conclusion et Perspectives 173

Cette fois-ci MAC-4 est trées largement battu. On peut également voir que le re-
groupement des contraintes identiques permet d’améliorer fortement les algorithmes.
Par ailleurs, dés que le probléme devient difficile I'introduction du traitement par-
ticulier pour les domaines qui deviennent des singletons s’avére trés utile, car cela
ameéne une trés forte réduction du nombre d’appel a la fonction EXISTESUPPORT. De
plus, la combinaison de cette heuristique avec la prise en compte des propriétés des
contraintes (MAC-7ps, MAC-lidps) permet d’obtenir des gains remarquables.

Jusqu’a présent MAC-4 était le seul algorithme maintenant la consistance d’arc
pendant la recherche publié. Pour les RLFAP, MAC-Iidps ’améliore® pour les ins-
tances 1, 2, 3, 4 ,5 et 11 respectivement de 94%, 93%, 94%, 90%, 90% et 93%. Ces

gains sont considérables.

6.5 Conclusion et Perspectives

Dans ce chapitre nous avons défini les principes d'un algorithme maintenant une
procédure de filtrage pendant une procédure de recherche. Nous avons montré qu’un
tel algorithme doit filtrer le réseau apres toute augmentation d’une instanciation par-
tielle mais aussi aprés n’importe quelle réfutation. Cela nous a conduit & redéfinir
les différents types d’ordres d’instanciation et & en définir un nouveau. Ensuite nous
avons détaillé les modifications qu’il faut apporter aux algorithmes achevant la consis-
tance d’arc afin qu'ils puissent étre utilisés pendant une procédure de recherche. Puis
nous avons proposé deux nouveaux algorithmes: MAC-7 et MAC-Inférence.

Les expérimentations que nous avons entreprises montrent d’une part que 1’algo-
rithme MAC-6, qui n’avait encore jamais été présenté, est bien meilleur que MAC-4,
et d’autre part, que plus on introduit des connaissances sur le réseau (prise en compte
des propriétés des contraintes et regroupement des contraintes identiques) et plus les
résultats obtenus sont bons. L'intérét du traitement particulier pour les variables dont
le domaine devient un singleton a été également mis en évidence.

Les algorithmes que nous avons présentés reviennent lors d'un échec a la derniere
variable instanciée. Nous avons mentionné, dans le chapitre 4, I’existence d’algo-

5. Nous rappelons que la version de MAC-4 testée est une version optimisée gagnant plus de 50%
sur les versions classiques.
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rithmes tentant de déterminer les variables qui sont la cause d’un échec. Ces algo-
rithmes, dits intelligents, sont généralement qualifiés par le terme «backjumps». Or,
ils ont été testés essentiellement avec FC. Nous pensons qu’il est temps de les cou-
pler avec un algorithme de type MAC. D’ailleurs, trés récemment, Prosser a proposeé
MAC-CBJ [Prosser, 1995). Mais son algorithme posséde plusieurs inconvénients et
peut étre amélioré. Le lecteur inteéressé pourra consulter [Régin, 1995] qui tente de
remeédier 3 certains défauts de ’algorithme de Prosser et qui propose quelques résul-

tats expérimentaux.
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Chapitre 7

Traitement des contraintes de

différence

Comme nous I’avons vu dans les chapitres précédents, plusieurs algorithmes d’AC
que ce soit pour des réseaux de contraintes binaires ou n-aires ont été développés. Mais
seulement peu d’entre eux tiennent compte du type des contraintes. Mohr et Masini
[Mohr and Masini, 1988b] semblent avoir été les premiers & présenter des traitements
particuliers réalisant la fermeture par consistance d’arc de réseaux en utilisant la
sémantique des contraintes. Récemment Van Hentenryck, Deville et Teng [Van Hen-
tenryck et al., 1992] ont présenté un algorithme de fermeture par consistance d’arc
générique (AC-5) qui tire parti des spécificités de certaines contraintes. Ils ont no-
tamment étudié les contraintes binaires monotones et fonctionnelles. Dans ce chapitre
nous nous intéresserons a un type particulier de contraintes n-aires. Nous proposons
une implémentation efficace de la consistance d’arc généralisée pour ces contraintes et
une nouvelle consistance qui combine la consistance d’arc pour les contraintes binatres
et la consistance d’arc généralisée pour les contraintes de différence.

Ce chapitre présente et étend les travaux exposés au congres AAA] [Régin, 1994].

7.1 Introduction

Une contrainte est appelée contrainte de différence si elle est définie sur un sous-
ensemble de variables par I'ensemble des n-uplets pour lesquels les valeurs apparais-
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sant dans un méme n-uplet sont toutes différentes. Elles sont présentes dans de nom-
breux problémes réels et notamment comme nous ’avons vu dans les chapitres 3 et 4,
les réseaux de contraintes modélisant les problémes d’isomorphismes de sous-graphe
les impliquent.

Ces contraintes peuvent &tre représentées comme des contraintes n-aires et fil-
trées par 'algorithme de fermeture par consistance d’arc généralisée GAC-4 [Mohr
and Masini, 1988a]. Ce filtrage réduit efficacement les domaines mais sa complexité
est trés élevée, car elle dépend de la longueur et du nombre de n-uplets admissibles
des contraintes. Pour une contrainte de différence définie sur un ensemble de p va-
riables prenant leurs valeurs dans un ensemble de cardinalité d, ce nombre corres-
pond au nombre d’arrangements de p éléments parmi d: Ag = (?i‘!_pﬁ- C’est pourquot
de nombreux systémes de résolution de contraintes, comme CHIP [Van Hentenryck,
1989}, représentent ces contraintes n-aires par un ensemble de contraintes binaires.
Crest d’ailleurs la méthode que nous avions proposée en 4.2 pour coder lso-ssgrpartiel
par un réseau de contraintes. Dans ce cas, une contrainte de différence binaire est
construite pour chaque paire de variables appartenant 3 la méme contrainte de dif-
férence. Mais comme nous 1'avons remarqué en 4.4.2, l'efficacité de la fermeture par
consistance d’arc, en terme de valeurs supprimées des domaines, est faible pour ce
type de contrainte. En fait, pour une contrainte de différence entre deux variables
z; et z;, la fermeture par consistance d’arc supprime une valeur du domaine de ;
uniquement dans le cas ot le domaine de z; se réduit a une seule valeur. Nous avons
d’ailleurs présenté en 4.4.2 une version de I'algorithme d'AC tenant compte de cette
particularité.

Par ailleurs, 'efficacité des filtrages n’est pas la méme selon que I’on emploie une
représentation binaire ou n-aire. Pour mettre cela en évidence, supposons que nous
ayons un réseau de contraintes comportant 3 variables z,, 22 et T3 et une contrainte
de différence entre ces variables {voir figure 7.1).

Les domaines des variables sont Dy = {a,b}, D2 = {a,b} et D3 = {a,b,c}. Le
filirage GAC-4 avec la contrainte de différence représentée par une unique contrainte
ternaire supprime les valeurs a et b du domaine de z3, tandis que la fermeture par
consistance d’arc avec la contrainte de différence représentée par trois contraintes
binaires n’élimine aucune valeur.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une implémentation efficace, pour les
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xl "1

x2 x3 x2 | ab ;é abc )} x3

Représentation par 3 contraintes

Représentation par une contrainte ternaire binaires

F1G. 7.1 - Deux représentations possibles pour une contrainte de différence.

contraintes de différence, de la fermeture par consistance d’arc généralisée pour bé-
néficier de ses performances d’élagage. Sa complexité en espace est en O(pd) et sa
complexité en temps en O(p*d?) pour une contrainte de différence définie sur p va-
riables prenant leurs valeurs dans un ensemble de cardinalité 4.

Cette implémentation utilise le lien étroit, dont nous avons parlé dans le chapitre 2,
entre la notion de couplage couvrant un ensemble et la notion d’injection. Briévement
nous pouvons rappeler ce dont il s’agit. Considérons une contrainte de différence
définie sur un ensemble X = {z,,...,2s}, dont les domaines sont donnés par la figure
7.2 et appelons D(X) I'union de ces domaines, puis construisons le graphe biparti
GV = (X, D(X), E), que nous nommerons graphe des valeurs de la contrainte, ol
(z:, @) est une aréte si et seulement si a appartient a D;.

Nous savons {cf 3.1) que les variables ne peuvent prendre dans leur ensemble
des valeurs deux 3 deux différentes que §’il existe un couplage couvrant X dans
GV. A tout n-uplet d'une contrainte de différence correspond donc un couplage et
réciproquement. Aussi, une contrainte de différence sera consistante s’il existe au
moins un couplage X dans D(X) pour son graphe des valeurs. Nous montrerons, par
la suite, que la présence d’une valeur dans un n-uplet de la contrainte correspond &
I’appartenance d’une aréte & au moins un couplage de X dans D(X). La fermeture
par consistance d’arc généralisée se traduira alors par la suppression des arétes qui
n’appartiennent a aucun couplage de ce type.

La section 2 donne certaines définitions et propose une version réduite de la
consistance d’arc généralisée qui ne concerne que les contraintes de différence: la
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X={x1,x2,x3,x4,x5,x6}
Dx1={1,2})

Dx2={2,3}

Dx3={1,3}

Dx4={24)
Dx5={3.4,5.6)
Dx6={6,7}

FI1G. 7.2 - Une contreinte de différence définte sur un ensemble X et son graphe des

valeurs.

diff-arc-consistance. La section 3 présente une nouvelle condition garantissant la diff-
arc-consistance d’un réseau de contraintes. La section 4 exhibe une méthode efficace
permettant de calculer la fermeture par diff-arc-consistance. Dans la section 5 nous
montrons comment cette consistance peut étre combinée avec d’autres consistances.
En section 6 nous étudions sa complexité. Nous donnons, en section 7, un point de
vue mathématique de notre filtrage. Puis, en section 8, nous présentons quelques
applications possibles de ce filtrage. En section 9, nous introduisons une nouvelle
consistance qui est une combinaison de la diff-arc-consistance et de la consistance
d’arc pour les contraintes binaires. Certains résultats expérimentaux obtenus pour
résoudre lso-ssgrpartiel sont exposés en section 10. Finalement, en section 11 nous

concluons.

7.2 Définitions

Rappelons tout d’abord la définition de la consistance d’arc généralisée, c'est-a-
dire quelque soit 1’arité des contraintes (cf [Jégou, 1991; Mohr and Masini, 1988a)) :

Définition 35 Etant donné R = (X,D,C), un domaine D; vérifie la consistence
d’arc si et seulement si l'on a: D; # @ et Va € D;,VC, € C contraygnant z;,

a € Cy/z)-
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Une valeur a dans le domaine d’une variable z; est donc consistante avec une
contrainte n-aire donnée s’il existe une valeur pour toutes les autres variables de la
contrainte telle que ces valeurs et a satisfassent ensemble et sitmultanément la

contrainte.
Nous avons donné [a définition d’une contrainte binaire de différence (cf. définition

32), nous présentons cette fois celle pour les contraintes n-aires:

Définition 36 Une contrainte C est appelée contrainte de différence si et seule-
ment si elle est définie sur un sous-ensemble de variables X¢ = {=zy,,..., %} par
l’ensemble de n-uplets, noté n-uplet(C) tel que:

n-uplet(C) = D;, x ... x Dy \{(a1, ..., a&) € Dj, X ... x D;, tel que 3u,v avec a, = a,}.

A partir des deux précédentes définitions nous proposons une consistance d’arc

restreinte aux contraintes de différences.

Définition 37 Soient un réseau de coniraintes R = (X, D,C), avec Cx C C l'en-
semble des contraintes de différence qu’il contient. R est diff-arc-consistant si et
seulement si le réseau de contraintes de différence R = (X, D,Cy) vérifie la consis-
tance d’arc.

Pour pouvoir utiliser la théorie des couplages nous avons besoin d’une nouvelle
représentation (cf. [Lauriére, 1976]):

Définition 38 Soient une contrainte de différence Cyx définie sur l'ensemble de va-
riables X¢, et D(X¢) l'union des domaines des variables de Xc,, le graphe biparti
GV (Cy) = (Xc,, D(Xc,), E) ot {zi,a} € E & a € D;, est appelé graphe des
valeurs de Cy.

7.3 Fermeture par diff-arc-consistance

Le théoréme suivant établit un lien entre la diff-arc-consistance et la notion de
couplage dans le graphe des valeurs des contraintes de différence.

Théoréme 2 Un réseau de contrante R = (X,D,C) est diff-arc-consistant st et
seulement st pour chaque contrainte de différence Cy de C toute aréte de GV (Cgx)
appartient & un couplege couvrant X¢, dans GV (Cy).
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preuve:

=>: Considérons une contrainte de différence C et son graphe des valeurs
GV (C4). A partir de chaque n-uplet admissible de C4 un ensemble de
paires peut étre construit, une paire est constituée de la variable et de la
valeur qui lui est assignée dans le n-uplet. Pour un n-uplet donné, une
variable appartient & une paire. De plus, il existe une paire et une seule
contenant chaque variable. Cet ensemble correspond a un ensemble A
d’arétes de GV(C%) tel que n’importe quel sommet de Xc, soit l'extrémité
d’une et une seule de ces arétes. Comme R est diff-arc-consistant, les
valeurs de chaque n-uplet sont deux & deux différentes, donc deux arétes
de A ne peuvent pas avoir une extrémité commune et A est un couplage
couvrant X¢, dans GV(Cy). De plus chaque valeur de chaque variable
d’une contrainte appartient au moins 4 un n-uplet. Par conséquent, tout
aréte de GV(C,) appartient au moins & un couplage couvrant X o

<=: Considérons une variable z; et une valeur a de son domaine. Pour
chaque contrainte de différence Cy, la paire {zi,a} appartient au moins
a un couplage couvrant Xc, dans GV(Cy). Comme dans un couplage
les arétes sont deux & deux disjointes, il existe des valeurs pour toutes
les autres variables de la contrainte telle que ces valeurs et a satisfassent
ensemble et simultanément la contrainte, donc R est diff-arc-consistant.

L'utilisation de la théorie des couplages est intéressante car, comme nous l’'avons
vu en 3.1, le calcul d’un couplage maximum peut étre réalisé en temps polyndmial.

Le théoréme 2 nous donne un moyen efficace pour manipuler une contrainte de
différence dans un réseau de contraintes. Ainsi, une telle contrainte peut étre repré-
sentée par son graphe des valeurs, soit avec une complexité en espace de ’ordre de
O(pd), si la contrainte est définie sur p variables pouvant prendre leurs valeurs dans
un ensemble de d éléments.

Il permet auss1 de définir une implémentation efficace de la fermeture par diff-arc-

consistance :

Proposition 7 Sowent un CN R = (X,D,C) et Cx une contrainte de différence.
La fermeture par diff-arc-consistance de R est équivalente 4 la suppression de toutes
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les arétes de GV(Cy) qui n’appartiennent & aucun couplage de X¢, dans D(X¢ 2.
La suppression d'une aréte (z:,a) se traduisant par la suppression de la valeur q du

domaine D;.

Nous pouvons donc proposer un nouvel algorithme (algorithme 31) pour filtrer
les domaines des variables de I’ensemble sur lequel une contrainte de différence est
définie. Nous considérerons dans la suite que la fonction CALCULCOUPLAGEMAX(G)
retourne un couplage maximum du graphe G.

Algorithme 31 Filtrage d’une contrainte de différence.

FILTRECONTRAINTEDIFFERENCE(i Cx 0 AI): booléen
construire GV (Cy) le graphe des valeurs de la contrainte Cy)
M + cALCULCOUPLAGEMAX(GV(Cy))
si [M] <|Xc,| alors retourner faux
sinon

SUPPRIMERARETESINUTILISABLES(GV (Cy), M, AI)
l_ retourner vrai

Cet algorithme construit le graphe des valeurs de la contrainte de différence, puis
recherche un couplage maximum dans ce graphe. Si ce couplage ne couvre pas I’en-
semble X¢, des variables sur lequel la contrainte est définie alors la contrainte ne
peut pas étre satisfaite et le réseau n’a pas de solution, sinon il élimine les arétes du
graphe des valeurs qui n’appartiennent 4 aucun couplage couvrant Xe,- La figure 7.3
montre I'application de ce nouveau filtrage pour une contrainte de différence.

Nous allons maintenant expliquer comment de telles arétes peuvent étre suppri-

mées.

7.4 Suppression d’arétes n’appartenant & aucun

couplage couvrant X

Nous considérerons dans la suite, pour simplifier ’exposé, que 'on a un graphe
biparti G = (X,Y, E), plutét que le graphe GV(Cy) = (Xc,, D(Xc,), E), et un
couplage M de X dans Y.
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Dxl=(1,2) Dx1={1,2)
Dx2=(2,3) Dx2={2,3}
Dx3={1,3} Dx3=(1,3}
Dxd={2,4} Dx4={4}

Dx5={3,4,5,6} Dx5=(5,6)
Dx6=(6,7} Dx6={6,7)

F16.73- Un couplage couvrant X et le résultat du filtrage.

Afin de comprendre comment on peut supprimer efficacement toutes les arétes
qui n’appartiennent i aucun couplage, nous présentons quelques définitions de la
théorie des couplages. Le lecteur particuliérement intéressé pourra consulter Je livre
de [Berge, 1970] ou celui de Lovész et Plummer [Lovész and Plummer, 1986].

Définition 39 Soit M un couplage d’un graphe :

* un sommet T est saturé par le couplage M ou M-saturé s’il existe une aréte
(z,a) appartenant ¢ M » Stnon = est insaturé par M ou M-insaturé.

* une chaine simple (c’est ¢ dire n'utilisant pas deuz fois la méme aréte) (resp.
un cycle simple) dont les arétes sont alternativement dans M et dans E — M est
appelée chafne alternée (resp. cycle alterné) relative ¢ M

La figure 7.4 donne un exemple d'un couplage de X dans Y pour un graphe
biparti. Les arétes en gras sont celles du couplage. Le sommet, 7 est insaturé par le
couplage. La chaine (7,%6,6,x5,5) est une chaine alternée commengant par un sommet
insaturé. Le cycle (1,x3,3,x2,2,x1,1) est un cycle alterné. Les arétes en pointillés trés
fing n’appartiennent 3 aucun couplage couvrant X.

Berge a introduit un théoréme trés important qui a permis de rechercher en un
temps polynémial un couplage maximum dans un graphe.

Théoréme 3 ([Berge, 1957]) Un couplage M est marimum s1 et seulement si il
n'eziste pas de chaine alternée rehant un sommet wsaturé d un autre sommet insaturé



7.4. Suppression d’arétes n’appartenant & aucun couplage couvrant X 183

fes arétes d’une chalne alternée sont représentées par — = 8 ==
les arttes d*un cycle alierné sont représentées par et

FI1G. 7.4 - Un couplage couvrant X, un cycle alterné et une chaine alternée.

Nous pouvons donner les idées d’un premier algorithme pour rechercher les arétes
qui n’appartiennent pas & un couplage couvrant X.

1. On commence par rechercher un couplage M couvrant X. S'il n’en existe pas
alors aucune aréte n’appartient & un couplage couvrant X et on met toutes les
arétes dans une liste LS; sinon on place toutes les arétes du graphe dans une
liste LA et on initialise LS & vide.

2. On supprime de LA toutes les arétes qui appartiennent a M.

3. Tant que LA n’est pas vide, on choisit une aréte e = {z;,a} de LA, on supprime
du graphe initial ses deux extrémités puis on recherche §'il existe un couplage
couvrant X — {z;} pour le nouveau graphe. Si c’est le cas on retourne en 2.
Sinon on place e dans la liste LS.

A la fin de cet algorithme, la liste LS contient toutes les arétes qui n’appartiennent
a aucun couplage couvrant X. Mis & part I'étape 1, I'algorithme aura toujours la
possibilité de calculer 'existence d’un couplage couvrant X avec un couplage de
cardinalité |X| — 1. Ce calcul peut-étre réalisé en O(m), ot m désigne le nombre
d’arétes du graphe biparti. Dans le pire des cas la complexité de cet algorithme est
donc en O(m?). Dans la suite de cette section nous allons proposer un algorithme

ayant une complexité en O(m).
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A partir du théoréme 3, Berge a démontré le corollaire suivant :

Corollaire 1 ([Berge, 1970]) Appelons libre une aréte qui appartient & un cou-
plage mazsmum mais non & tous. Une aréte e est libre st et seulement 51, pour un
couplage mazsmum M arbitraire, elle appartient soit ¢ une chaine alternde paire com-
mengant par un sommet insaturé, sott 4 un cycle alterné pair.

Ce corollaire nous intéresse particulitrement puisqu'ill permet, & partir de M, de
rechercher toutes les ardtes qui n’appartiennent & aucun couplage de X dans Y.
En effet ce sont celles qui n’appartiennent ni 3 M , 0i & une chaine alternée paire
commengant par un sommet insaturé, ni & un cycle alterné pair. Nous nommerons
vitale une aréte qui appartient & tous les couplages de X dans Y. L’aréte (z4,4) du
graphe de la figure 7.4 est une aréte vitale.

Proposition 8 Soit Go = (X, Y, Succ) le graphe biparti orienté défini @ partir de G
et de orientation :

«Vz € X : Suce(z) = {ye Y /(z,y) € M}

*Vy €Y :Succy)={z € X/ (z,y) ¢ M}
Alors on a les deuz propriétés suivantes:

1) A tout circuit élémentatre de Go corvespond un cycle alterné pair de G et
réciproquement.

2) A tout chemin élémentaire commencant par un sommet M-insaturé de Go
correspond une chaine alternée pasre commencant par un sommet M-insaturé de G

et réciproquement.
preuve:

Il est évident que si 'on ne tient pas compte de la parité la proposition
est vraie. Dans le premier cas comme G est biparti il n’admet pas de
cycle impair. Dans le second cas nous devons montrer qu’a tout chemin
élémentaire commengant par un sommet M-insaturé de Go correspond
une chaine alternée paire commencant par un sommet M-insaturé de G.
Considérons un tel chemin élémentaire. Si ce chemin est de longueur pair
alors 1l lui correspond de maniére évidente une chaine alternée paire com-
mencant par un sommet M-insaturé. Supposons que ce chemin soit de
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longueur impaire. M est un couplage de X dans Y il n’existe donc pas
de sommets de X insaturés. Comme le graphe est biparti et puisque ’on
débute avec un sommet insaturé, donc de Y, ce chemin élémentaire se
termine par un sommet de X. Le chemin etant élémentaire son extrémité
dans X posséde un successeur qui n’appartient pas au chemin, car tout
sommet de X a un successeur et un sommet de Y ne peut étre atteint que
par un et un seul sommet puisqu’il ne posséde qu'un seul prédécesseur.
Donc & partir d’'un chemin élémentaire de longueur impaire on pourra
toujours construire un chemin élémentaire de longueur paire, auquel il
correspond une chaine alternée de longueur paire.©®

De cette proposition nous pouvons déduire ’algorithme recherché (cf. algorithme 32).

Algorithme 32 Suppression des arétes n’appartenant & aucun couplage cou-
vrant X

SUPPRIMERARETESINUTILISABLES(i GV (Cy), M o Al)

1 Marquer tous les arcs de Gp comme “non atteints”. Initialiser Al 4 I’ensemble vide

2 Parcourir & partir des sommets M-insaturés G en largeur d’abord, en n’empruntant
uniquement que des arcs marqués “non atteints”. Marquer un arc par “atteint”
quand il est traversé

3 Calculer les composantes fortement connexes de Gp en n’empruntant que les arcs
qui sont marqués “non atteints”. Marquer “atteints” tout arc appartenant a une
composante fortement connexe.

4 pour chaque arc ep marqué “non atteint” faire

Mettre dans e 1’aréte correspondant a egp

si e € M alors marquer e comme “vital” sinon
SUPPRIMER(e, G)

l_ AJOUTER(AI €)

L’étape 2 correspond i la seconde éventualité de la proposition 8. Elle peut en
plus atteindre des arétes qui appartiennent & des cycles alternés pairs. L’étape 3
calcule les composantes fortement connexes de Go car un arc reliant deux sommets
appartenant a la méme composante fortement connexe, appartient & un circuit et
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réciproquement; et d’aprés I’éventualité 1 de la proposition 8 ’aréte correspondante
appartient & un cycle alterné de G. Aprés cette étape, I'ensemble A des arétes qui
appartiennent & un couplage couvrant X mais non a tous est connu. L’ensemble AJ
des arétes a supprimer de G est donc: E — (AU M), d’ou le code de I'étape 4.

Nous avons montré comment pour une contrainte de différence Cy toute aréte
qui n'appartient & aucun couplage couvrant Xc, peut étre supprimée. Mais une
variable peut étre contrainte par plusieurs contraintes, toute suppression doit donc
etre propagée. Considérons une variable x; de X¢,, z; peut appartenir & plusieurs
ensembles sur lesquels des contraintes de différence sont définies, aussi une valeur a de
D; peut étre supprimée car elle ne posséde pas de support sur une contrainte différente
de Cx. Cette suppression nécessite de supprimer I'aréte (z;,a) du graphe GV (Cy).
Donc les conséquences de la modification de la structure de ce graphe doivent étre

déterminées.

7.5 Propagation des suppressions

La suppression de valeurs pour une contrainte de différence peut entrainer de
nombreuses modifications pour d’autres contraintes. Parmi ces derniéres il peut y
avoir des contraintes de différence, on peut pour elles faire mieux que répéter le
premier algorithme en utilisant le fait qu’avant les suppressions un couplage couvrant
’ensemble des variables était connu.

L’algorithme de propagation (cf algorithme 33) que nous proposons a deux en-
sembles comme paramétres (S et AI). Le premier (S) représente ’ensemble des arétes
qui doivent étre supprimées du graphe biparti et le second (AI) I’ensemble des arétes
qul seront supprimées par le filtrage. L’algorithme a auss: besoin d’une fonction
CALCULCOUPLAGEMAX(GV(Cy), M) qui calcule un couplage maximum GV (Cy)
a partir d’un couplage M qui ne |’est pas forcément.

L’algorithme est divisé en trois parties. La premiére supprime les arétes du graphe
biparti et éventuellement du précédent couplage, la seconde calcule éventuellement
un nouveau couplage couvrant X¢, & partir du couplage précédent et la troisieme
procede au nouveau filtrage. Il retourne faux si une arete vitale appartient 4 S ou
bien s'il n’existe plus de couplage couvrant X, sinon il renvoie vrai.
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Algorithme 33 Propagation des suppressions.

DIFFPROPAGATION( i/o GV{(Cy), M, S, AI): booléen
calculCouplage + faux

1 pour chaque aréte e € S faire

si e € M alors
SUPPRIMER(e, M)
si e est marqué “vital” alors retourner faux
sinon calculCouplage «— vrai

2 si calculCouplage alors

M + CALCULCOUPLAGEMAX(GV(C.), M)

| si [M] = |Xc,]| alors retourner faux

3 SUPPRIMERARETESINUTILISABLES(GV(Cy), M, Al)
retourner vrai

L'annexe B détaille l'association de la consistance d’arc généralisée pour les
contraintes de différence et de la consistance d’arc pour les contraintes binaires pour
le probléme du zébre, aussi nous nous contenterons, dans cette section, d’illustrer
cette association pour une instance de Iso-ssgrpartiel.

Reprenons 'exemple utilisé dans le chapitre 3.

La figure 7.5 donne les domaines aprés application de la fermeture par consistance
d’arc pour les contraintes binaires. La figure 7.6 présente le graphe des valeurs immé-
diatement apreés la fermeture précédente, un couplage maximum dans ce graphe et le
résultat de la suppression des arétes n’appartenant & aucun couplage saturant toutes

les variables.

Puisque certaines valeurs ont été supprimées par le nouveau filtrage, on doit relan-
cer la fermeture par consistance d’arc pour les contraintes binaires. Celle-ci permet
d'obtenir I'unique solution du probléme: Dy = {f},D; = {e},D; = {d}, Dy =
{8}, Ds = {c}, Ds = {a}.
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D1=D6={abed,ef.g.h}
D2=D5={b,c,d,e,f,g,h}
D3=D4={b,d,f}

Domaines aprés fermeture par consistance d'arc pour
les contraintes binaires :

D3=D4=({b,d}
D2=D5={b,c,d.e)
D6={a,b,c,d.e}
Dl={ab.cd.ef}

F1G. 7.5 - Iso-ssgrpartiel : un exemple.

3 b
—
2 ¢
SXC
6 a
[ f

F1G. 7.6 - lIso-ssgrpartiel : graphe des valeurs.



7.6. Complexité 189

7.6 Complexité
Suppression des arétes n’appartenant & aucun couplage couvrant X¢,

La complexité de cet algorithme est la méme que celle de la recherche de compo-
santes fortement connexes, soit O(m + n) [Tarjan, 1972, pour un graphe de m arétes
et n sommets. Cette complexité est donc trés faible.

Initialisation et Filtrage

La complexité de I'étape 1 est O(d|Xc,| + | Xc,| + |D(Xc,)|). L'étape 2 coiite
O(d|Xc,|+/|IXc,]). Bt nous avons vu précédemment que l'étape 3 pouvait &tre faite
de maniére linéaire c’est-a-dire avec la méme complexité que I'étape 1. La complexité
globale du filtrage pour une contrainte de différence est donc en O(d|X¢ #l\/@)-

Propagation des suppressions

Nous considérerons dans la suite que G a m arétes et n sommets.

Supposons que 1’on doivent supprimer k arétes de G (|S| = k). L’étape 1 a une com-
plexité en O(k). Pour i’étape 2 on peut étre amené A calculer un couplage de X dans
Y A partir d’un couplage de cardinalité |M — k|. Ce calcul nécessite au plus k étapes®
chacune en O(m + n). L’étape 3 se fait en O(m + n). Si l'on supprime k arétes, le
nombre d’opérations effectuées par 1’algorithme sera done en G(k(m + n)).

On peut étre amené A supprimer une & une toutes les arétes du graphe biparti. La
complexité globale du filtrage est O(m?). Si p est ’arité d’une contrainte de différence
et si le domaine de chaque variable contient toutes les valeurs du CSP, alors la com-
plexité du filtrage pour une contrainte de différence est O(p*d?). Cette complexité est

relativement faible.

1. 11 semblerait que l’on puisse atteindre une complexité en O(vk(m + n)). Mais cela reste au

conditionnel.
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7.7 Point de vue mathématique

Nous allons dans cette section montrer d’un point de vue ensembliste & quoi cor-
respond la suppression d’arétes n’appartenant & aucun couplage. Cela dans I'espoir
de donner une piste éventuelle pour obtenir un algorithme ayant une meilleure com-
plexité. Avant tout, nous rappelons le célébre théoréme de Konig-Hall.

Théoréme 4 (Konig-Hall) Dans un graphe biparti B = (X, Y, E), on peut coupler
X dans Y st et seulement si l'on a:
VAC X :|I(A)sl 2 |4l

Ce théoréme implique une inégalité au sens large. Nous allons nous intéresser a
’égalité.

Définition 40 Dans un graphe biparti B = (X, Y, E), nous appellerons gourmand
un ensemble A C X tel que |[['(A)g| = |A|.

A partir de cette définition nous pouvons énoncé la propriété suivante:

Propriété 10 Soient un graphe biparti B = (X,Y, E) et A un ensemble gourmand,
alors aucune aréte de X — A dans 'g(A) ne peut appartenir d un couplage de X dans
Y.

preuve :

Le raisonnement se fait par 1’absurde.

Supposons qu’il existe un couplage de X dans Y qui contienne une aréte
entre un sommet T de X — A et un sommet a appartenant 4 I'5(A4), alors il
doit aussi exister un couplage de X —{z} dans ¥ —{a} pour le sous-graphe
biparti B' de B engendré par les sous-ensembles de sommets X — {z} et
Y — {a}. Or pour ce sous-graphe biparti B' on a I'z/(A) =T'g(A) — {a}
puisque x n’appartient pas & A et a appartient & ['5(A). Donc pour B, il
existe un ensemble A de sommets tel que [[g(A)| = |A] + 1 c’est-a-dire
IT'a(A)| < |A|, il ne peut donc pas exister de couplage de X — {z} dans
Y — {a} pour ce graphe. Par conséquent aucun couplage de X dans Y
ne peut contenir une aréte entre un sommet £ de X — A et un sommet a
appartenant & ['g(A4).
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L’avantage de la propriété énoncée ci-dessus est qu’elle ne nécessite pas la présence
d’un couplage maximum. Il peut étre intéressant de s’'assurer que certains ensembles
particuliers vérifient cette inéquation. Trivialement, on peut vérifier si X satisfait
cette inégalité. D’autres ensembles particuliers peuvent aussi étre considérés. Il s’agit
des variables qui ne sont pas reliées & des sommets pendants.

Définition 41 Soit G = (X, Y, E) un graphe biparti, une variable ¢ € X fait vivre
une valeur a € Y si et seulement si a est un sommet pendant (I'(a) = {z}). Une
telle valeur a est dite unique, dans le cas contraire on dira qu’elle est multiple.

Nous noterons Xpy ’ensemble des variables qui font vivre au moins une valeur
et Yas 'ensemble des valeurs multiples.

Lemme 1 Soit G = (X, Y, E) un graphe biparti, s’il existe un couplage de X dans
Y alors | X| £ |Yu| + | Xrvl.

preuve:

Supposons qu’il existe un couplage de X dans Y vérifiant | X| > |Y| +
|Xpv|. On a alors | X — Xpy| > |Yar, or |Yi| 2 |[T(X — Xpv)] puisque
les variables de X — Xpy ne sont reliées & aucune valeur unique. D’out
|X — Xpy| > IT(X — Xry)| ce qui est en contradiction avec le théoréme
de Konig-Hall.

Proposition 9 Soit G = (X, Y, E) un graphe biparti, si | X| = |Ypu|+|Xrv| alors les
arétes dont une eztrémité appartient @ Xrpy et U'autre & Yyr ne peuvent pas appartenir

¢ un couplage de X dans Y.

preuve:

Soit (z,a) une aréte de G avec € Xpv et a € Yy, considérons G' =
(X',Y’, E') le sous graphe de G induit par X' = X —{z} et Y’ =Y — {a}.
Notons k le nombre de voisins de z dans G, hormis a, de degré 2. Dans G’
onal|X'| = |X|-1,|Yiy| = |Ym—k—1et | Xry| £ | Xrv|—1+k (c’est une
inégalité car certains sommets liés & un voisin de = de degré peuvent déja
faire vivre des valeurs dans G). Dans G nous avons | X| = Y| + [ XFv|
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aussi pour G' on a | X'|+1 2 |Yi| + &k + 1+ [XEyl + 1 — K, c’est-2-dire
| X'| = |Yif| + | XEy| +1 et done | X'| > [Yi;| + | XEy|. D’aprés le lemme
1 cela signifie qu’il n’existe pas de couplage de X’ dans Y’ pour le graphe
G'. L’aréte (z,a) n’appartient donc & aucun couplage de X dans Y pour
G.

Cette proposition s’applique pour chaque composante connexe du graphe biparti.
Elle permet d’obtenir un algorithme de préfiltrage qui s’avére souvent efficace en
pratique car il est trés peu coiiteux. De plus les variables qui font vivre des valeurs
peuvent ne pas étre prises en considération pour la recherche de couplages maximum.
La mise en évidence de telles variables est donc bénéfique pour la fermeture par
consistance d’arc généralisée.

7.8 Autres applications possibles de la consistance
d’arc généralisée

Nous allons voir dans cette section d’autres raisons pouvant justifier l'utilisation de
ce filtrage et ce méme pour des contraintes qui ne sont pas exactement des contraintes
de différences. Tout d’abord, rappelons que la recherche d’une injection? définie sur un
ensemble de variables peut étre vue comme une contrainte de différence (cf chapitre
2).

7.8.1 Contraintes plus spécifiques que la différence

Nous avons proposé une implémentation efficace de la consistance d’arc généralisee
pour les contraintes de différence. Cette implémentation peut étre utilisée pour des
contraintes qui sont plus spécifiques que les contraintes de différence:

Définition 42 Une contrainte C est plus spécifique qu’une contrainte de différence
Cy st et seulement s2 elle est définte sur le méme sous-ensemble de variables X =
{Ziys ...y T4, } que Cyx par Uensemble de n-uplets, noté n-uplet(C) tel que:

n-uplet(C) C n-uplet(Cx).

2. Attention, il ne s'agit pas ici de contraintes fonctionnelles entre les domaines des variables.
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Dans ce cas nous ne pouvons plus garantir que 1’algorithme que nous avons proposé
calcule la fermeture par consistance d’arc généralisée pour ces contraintes. Cependant,

il peut toujours étre appliqué.

7.8.2 Nouvelle modélisation de certaines probléemes

L’annexe 2 présente en détail une nouvelle modélisation pour le probleme du
zébre. Dans cette section nous nous limiterons & deux problémes: celui des n-dames

et Iso-ssgrpartiel.
Par la suite nous noterons: TOUSDIFFERENTS({Zi,,...,Zi;}) une contrainte de

différence définie sur ensemble de variables {z;, ..., i }.

Iso-ssgrpartiel

Nous avons présenté en 4.2.1 une modélisation possible de ce probléme. Nous
sommes maintenant en mesure d'en présenter une autre plus concise. Soient G =
(Xg, Eg) et H = (Xy, Ep) deux graphes et supposons que 'on veuille résoudre Iso-
ssgrpartiel(H,G). On utilise pour ce faire le réseau de contraintes R = (Xy,D,(C)

avec:
- Xp est I'ensemble des sommets de H.

— Le domaine de chaque variable h est constitué par I'ensemble des sommets de
G dont le degré est supérieur ou égal & celui de h

— A chaque aréte (i,j) de H correspond une contrainte binaire C;; telle que
C:;(a,b) est vrai si et seulement s (a,b) € Eg.

~ il existe une contrainte de différence impliquant tous les sommets de Xy :

TOUSDIFFERENTS(X ).

Le probléme des n-dames

Le probleme des n-dames consiste & placer n dames sur un échiquier n X n sans
qu’aucune d’elles ne puisse en prendre une autre. Rappelons que selon les regles du jeu
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d’échecs, une dame placée sur case contrdle la ligne, la colonne et les deux diagonales
auxquelles appartient la case. On peut modéliser ce probleme de différentes fagons.

La plus classique consiste a utiliser autant de variables qu'il y a de dames. Une va-
riable représente une ligne de I'échiquier et peut prendre n valeurs qui correspondent
aux colonnes de ’échiquier. n(n — 1)/2 contraintes binaires sont créées. Elles ex-
priment que les valeurs prises, pour tout couple de variables, doivent correspondre a
des colonnes différentes mais également & des diagonales différentes:

Cii(a,b) est vrai S a#bet1+a#j+betr—a#j—b

L’inconvénient de cette méthode est que le nombre de contraintes impliquees est
trés important.

Une autre solution est d’utiliser 3n variables réparties en trois groupes {z1,, ..., 1},
{221, ...,72,}, {231, ...,23,}. Les variables des deux derniers groupes sont reliées au
premier groupe de la maniére suivante: Vi : 12, = zl; +1,23; = zl; — 1. Cette re-
présentation induit 2n contraintes. Les variables du premier groupe prennent leurs
valeurs dans I'intervalle [1,n)], celles du second dans [2, 2n] et celles du troisiéme dans
{1 — n,n — 1]. Ensuite on utilise 3 contraintes de différences:

« TOUSDIFFERENTS({z1,, ..., 71,}). Cette contrainte exprime que deux dames
ne peuvent pas étre placées sur la méme colonne.

« TOUSDIFFERENTS({22y, ..., 2, }). Cette contrainte signifie que deux dames ne
peuvent pas appartenir a la méme diagonale montant vers la droite.

« TOUSDIFFERENTS({221, ..., 22,}). Cette contrainte implique que deux dames
ne peuvent pas appartenir & la méme diagonale montant vers la gauche.

Cette représentation n'implique que 2n contraintes binaires et 3 contraintes n-
aires. Elle donne en pratique de meilleurs résultats que la précédente {Leconte, 1995].

Le probléme Golomb

Leconte [Leconte, 1995] a proposé de tester 1'algorithme achevant la consistance
d’arc généralisé pour le probléme Golomb.

Il s’agit de trouver un ensemble de variables représentant les graduations d'une
régle tel que les différences entre deux graduations soient toutes distinctes et tel que la
longueur de la régle soit minimale. Le probléme peut se modéliser de la fagon sutvante :
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temps sans ACGDIff } temps avec ACGDIff | gain
Golomb 7 0,53 0,57 | 0%
Golomb 8 4,69 3,66 | 22%
Golomb 9 45,36 26,51 | 42%
Golomb 10 404,4 141,70 | 53%
Golomb 11 8511 3606 | 58%

F1G. 7.7 - Résultats obtenus par M. Leconte pour le probléme Golomb avec ILOG
Solver. ACGDIff signifie consistance d’arc généralisée pour les contraintes de diffé-

Tence.

Etant donné n variables 0 = z; < ... < z; < ... < T, telles que TOUSDIFFERENTS({z;—
z;;0 < 3 < £ n}), trouver la valeur minimale de z,.

Ce probléme se rencontre en astronomie, lorsqu’il faut calculer les positions re-
latives de plusieurs radio-téléscopes. Une solution optimale pour 5 variables est:
0,1,4,9,11. Pour améliorer la résolution du probléme on introduit généralement la
contrainte suivante: xy — r; < T, — Zp-1. Pour étre complet, mentionnons qu’a notre
connaissance Golomb 17 n’est toujours pas connu. La solution optimale3 de Golomb
16 est 0,1,4,11,26,32,56,68,76,115,117,134,150,163,168,177.

Leconte a implémenté dans ILOG Solver [Puget, 1994] le traitement que nous
proposons. Les résultats qu'il a obtenus sont donnés en figure 7.7.

Le gain réalisé par notre algorithme croit en fonction de n. Plus le probléme est
difficile et meilleures sont ses performances par rapport & un algorithme ne calculant

pas la fermeture par consistance d’arc généralisée.

Contraintes du type «au moins k valeurs différentes»

La contrainte «au moins k valeurs différentes» est une contrainte n-aire exprimant
que parmi les valeurs prises par un ensemble de n variables il doit y en avoir au
moins k différentes. Si k vaut n alors la contrainte est une contrainte de différence.

3. Cette solution nous a été communiquée par J. Shearer du ¢Department of Mathematical
Sciences, IBM T.J. Watson Research Centers.
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La théorie des couplages va encore une fois nous permettre de réaliser la fermeture par
consistance d’arc généralisée pour ce type de contraintes. A I’aide d’un raisonnement
similaire & celui que nous avons fait pour les contraintes de différence, nous pouvons

énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5 Une contrainte C du type «au moins k valeurs différentes» définie sur
un ensemble X vérifie la consistance d’arc généralisée si et seulement si toute aréte
de GV(C) appartient & un couplage de taille k dans GV(C).

Le calcul de la fermeture par consistance d’arc généralisée pour ce type de contraintes
se réalise efficacement grice A la proposition suivante:

Proposition 10 Soit G = (X,Y, E) un graphe biparts, s'il existe un couplage M de
cardinalité k alors toutes les arétes de G appartiennent ¢ au moins un couplage de
taille k — 1.

preuve:

Considérons une aréte {z;,a} de G et M un couplage avec |M| = k. Nous
allons examiner tous les cas possibles:

a) {zi,a} € M : la proposition est évidemment vérifide.

b) Bb,{z:,b} € M et Azj,{z;,a} € M: M U {{z;,a}} est un couplage
de taille k£ + 1, la proposition est donc vérifiée.

c) 3b,{z:,b} € M et Bz, {z;,a} e M: M- {{zi,b}}U{{z:,a}} est un
couplage de taille k, la proposition est donc vérifiée.

d) [b,{z:,b} € M et 3z;,{zj,a} € M: M — {{zj,a}} U {{z:,a}} est
un couplage de taille &, la proposition est donc vérifiée.

e) 3b,{z,b} € M et 3z;, {zj,a} € M: M - {{z;,b}, {zj,a}}u{{z;,a}}
est un couplage de taille k¥ — 1, la proposition est donc vérifiée.

Donc, pour supprimer les arétes qui n’appartiennent & aucun couplage de taille k,
il suffit de rechercher s'il existe un couplage dont la taille est strictement supérieure &
k. Si c’est le cas, alors la contrainte vérifie la consistance d’arc genéralisee. S'il n’existe
pas de couplage dont la taille est supérieure ou égale  k, alors la contrainte n’est
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x1

x2
x3 x4

H G

FI1G. 7.8 - Recherche d'un morphisme injectif de H dans G.

pas consistante. Enfin si le couplage maximum a une cardinalité égale & k alors on
applique le méme raisonnement que celui que nous avons employé pour les contraintes
de différence. Il est important de remarquer que certains sommets correspondant &
des variables peuvent étre insaturés.

La complexité du traitement lié & ces variables est dans le pire des cas la méme
que celle pour les contraintes de différences.

7.9 Combinaison des contraintes de différence et

des contraintes binaires

Nous avons présenté en 7.4 ['association d’un algorithme de fermeture par consis-
tance d’arc généralisée pour les contraintes de différence avec un algorithme réalisant
la fermeture par consistance d’arc des contraintes binaires. Nous proposons, dans
cette section, de combiner, plutét que d’associer, ces deux algorithmes.

Avant une présentation plus formelle, nous montrons sur un exemple Uinterét
d’une telle approche.

Supposons que 1'on veuille résoudre lso-ssgrpartiel pour le graphe H et le graphe
G donnés en figure 7.8. On s’apercoit immédiatement que ce probléme n’a pas de
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solution. Or I’association de la consistance d’arc géneéralisée pour les contraintes de
différence et de la consistance d’arc pour les contraintes d’adjacence ne permet pas
de détecter cette inconsistance. Pourtant il apparait clairement que le domaine de z;
ne contient que la valeur a et que z, ne peut pas étre placé sur b car sinon z3 et x4
devraient tous les deux é&tre appariés avec c, ce qui est impossible. La consistance d’arc
généralisée considére les variables et les valeurs dans leur ensemble, elle ne permet pas
de simuler un tel raisonnement. La consistance d’arc pour les contraintes d’adjacence
trouve que {3, b) est supportée par (z3,c) et (z4,c) et s’en contente. Pour améliorer
la procédure de filtrage pour Iso-ssgrpartiel il faut prendre en compte la condition

suivante:

«Une valeur a peut appartenir au domaine d’une variable z, si elle posséde
sur chaque contrainte d’adjacence reliée & x; un support qui soit différent
de celui qu’elle a sur n’importe quelle autre contrainte d’adjacence impli-

quant x;».

Ce type de traitement est trés proche de celui utilisé par I'algorithme de résolution
de Iso-ssarbre, présenté au chapitre 3.

7.9.1 TUne nouvelle consistance d’arc

Nous allons maintenant généraliser cette idée pour des réseaux ne correspondant
pas nécessairement a ceux obtenus pour résoudre Iso-ssgrpartiel. Puis nous montrerons
comment elle peut, a faible coit, étre mise en oeuvre.

Dans la suite nous limiterons notre étude aux réseaux de contraintes R = (X, D, (U
C;&], ou:

« Cp est un ensemble de contraintes binaires;
« C+ est un ensemble de contraintes de différence.

Nous noterons I[';(z;) ’ensemble des variables z; telles qu'il existe une contrainte
binaire C;; entre z; et z;. Nous supposerons dans la suite que s'il existe une contrainte
binaire entre C;; et une contrainte de différence impliquant z; et z;, alors quelque

soit la valeur a, Cyj{a, a) est toujours faux.

Définition 43 Sotent un réseau de contramntes R(X,D,C, UC,) défint comme c1-
dessus, une valeur a d’une variable z; et D(I'y(x;)) l’'union des domaines des variables
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de T(z:), le graphe biparti GV S((zi,a)) = (Ts(x:), D(To(z:)), E) ot {z;,b} € E s
et seulement si b € D; et C;(a,b) est vrai, est appelé graphe des valeurs des
supports de (z;,a).

Définition 44 On dit que la valeur b de x; supporte la valeur a de z; en respec-
tant une contrainte de différence Cyx définie sur l'ensemble X si et seulement
si les deuz conditions suivantes sont vérifides:

+ Cij(a,b) est vras;

+z; § Xy ou laréte {z;b} appartient & un couplage de Ty(z;) N X, dans
GV S((zi,a)) couvrant Lp(z:) N Xx.

Définition 45 Une valeur a d’une variable z; est viable en respectant une
contrainte de différence Cy si pour toute varigble z; € Iy(z;), ¢ posséde un

support dans D; qui respecte Cy.

On remarque que si une valeur est viable en respectant n’importe quelle contrainte
de différence elle est viable selon le sens de ce terme pour la consistance d'arc.

Nous pouvons maintenant définir une nouvelle consistance.

Définition 46 Un réseau de contraintes R(X,D,Cy U C:) vérifie la consistance
d’arc en respectant les contraintes de différence si el seulement si aucun
domaine n’est vide et toutes les valeurs de tous les domatnes sont vables en respectant

toutes les contraintes de différence.

Propriété 11 Un réseau vérifiant la consistance d’arc en respectant les contraintes

de différence vérifie également la consistance d’arc.

7.9.2 Algorithme

Nous proposons un algorithme (ACRDIFF) calculant la fermeture de cette consis-
tance pour des réseaux ne comportant qu’une seule contrainte de différence portant
sur I’ensemble des variables, comme c’est le cas pour les réseaux modélisant lso-
ssgrpartiel. Nous supposons, aussi, que 'on connait tous les couples autorises

de toutes les contraintes binaires.



200 Chapitre 7. Traitement des contraintes de différence

Algorithme 34 Phase d’initialisation d’ACRDIFF.

INITIALISATION(o listeAttente) : booléen
pour chaque z; € X faire

pour chague a € D; faire
Sin @
M, « &

pour chague z; € X faire
pour chaque a € D; faire
8i - EXISTESUPPORT(z;, @, nil} alors
SUPPRIMER(a, D;)
L AJOUTER((i, a), liste Attente)

| si D; = @ alors retourner faux
retourner vrai

Les principes de cet algorithme sont proches de ceux d’AC-6. En effet on peut
se contenter sur chaque contrainte de la présence d'un seul support respectant la
contrainte de différence. Pour simplifier I'algorithme, nous appellerons M;, I’ensemble
des valeurs supportant la valeur de (i,a) en respectant la contrainte de différence.
Cette information est généralement facile & obtenir lorsque I’on implémente les al-
gorithmes de fermeture par consistance d’arc. La recherche de support d’une valeur
d'une variable z; ne se fait plus par rapport & une seule contrainte mais par rapport
& Pensemble des contraintes contraignant z;. Ainsi la phase d’initialisation est lége-
rement modifiée comme le montre I’algorithme 34 et on peut tres facilement, si on le
désire, appeler la phase de propagation & l'intérieur de la phase de propagation (cf
chapitre 5)

La phase de propagation est semblable a celle d’AC-6.

La fonction EXISTESUPPORT est le coeur d’ACRDIFF. Pour une valeur (2,a),
EXISTESUPPORT construit le graphe des valeurs des supports puis recherche un cou-
plage maximum M dans ce graphe. Si M ne sature pas tous les sommets de Ly(x;)
alors (2, a) n'est plus viable, sinon les supports de (3, a) sont mis a jour. En effet plu-
sieurs supports peuvent avoir eté modifiés car ils appartenaient au couplage maximum
précedant I’appel de la fonction EXISTESUPPORT et parce qu'ils n'appartiennent pas
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Algorithme 35 La fonction de recherche d’un nouveau support d’ACRDIFF.

EXISTESUPPORT(i zy,a,b) : booléen
trouvé + faux
GV S((zi,a)) + CONSTRUIREGVS(z;,a)
si b = nil alors
nuM;, +— CALCULERCOUPLAGEMAX(@, GV S((z:, a)))
si [nuM;,| = [Ts(x;)| alors
trouvé + vrai
pour chagque z; € I'y(z;) faire
{zj,c} + AUTREEXTREMITE(z;, nvM;,)
l_ AJOUTER((, @), Sje)

S1non
nvM;, +— CALCULERCOUPLAGEMAX(M;, — {z;,b}, GV S((zi,a)))
si [nuMi,| = [Ts(z;)| alors
lrouvé + vrai
pour chague z; € I'y(z;) faire
{z;,b} ~ AUTREEXTREMITE(T;, Ms)
{z;j,c} — AUTREEXTREMITE(z;, noM;,)
si b # c alors
SUPPRIMER((t, a}, Sj5)
l_ AJOUTER((%, a), Sjc)

| Mz + nuMy,

retourner trouvé
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au nouveau couplage maximum calculé par la fonction CALCULERCOUPLAGEMAX.
Une implémentation possible de la fonction EXISTESUPPORT est donnée par l'al-

gorithme 35. Trois fonctions sont appelées:

« CONSTRUIREGVS(z;, a) qui construit le graphe GV S((z;, 2));

« CALCULERCOUPLAGEMAX(GV S({(z;,a)), M) qui calcule un couplage maxi-
mum dans GV S((z:, a)) a partir du couplage M;

« AUTREEXTREMITE(z;, M) qui retourne la valeur de 'aréte du couplage M
ayant T; comme autre extrémité, si M est vide elle renvoie nil.

7.9.3 Complexité

Nous noterons e le nombre de contraintes binaires du réseau et nous supposerons
que d = | Uz,ex D;| est proche de max.,ex(|Dil)-

La graphe des valeurs des supports de (z;, a) a un nombre de sommets en O(|T's(z;)|+
d) et un nombre d’arétes en O(d|l'y(x;)]))-

Etudions tout d’abord la complexité en espace:

La taille des listes de supports ne change pas par rapport & AC-6, elle est en
O(ed).

Si le graphe des valeurs des supports est recalculé & appel de la fonction EXISTE-
SUPPORT alors la complexité en espace sera en O(ed + |Us(z:)} +d +d|Cy(z:)]), autre-
ment dit elle reste en O(ed). Par contre si 'on mémorise pour chaque valeur le derner
graphe des valeurs des supports calculé alors nous aurons besoin, pour mémoriser ces
graphes, d’un espace mémoire de I'ordre de O(X.ex Taep, (ITo(z:)| + d + d|To(z:)1))
soit O(ed?).

La complexite en temps d’ACRDIFF dépend essentiellement de celle de la fonction
EXISTESUPPORT et la complexité de cette derniére dépend principalement de celle
de Ta fonction CALCULERCOUPLAGEMAX(GV S, M). 8i M est vide alors le coiit de
cette fonction est O(y/|Ts(z:)|d|Ts(z:)]), et si M = |Ty(z:)| — 1 il est en O(d|Ty(x)])-

La fonction EXISTESUPPORT, quand elle est appelée par la phase d’initialisation,
appelle la fonction CALCULERCOUPLAGEMAX & partir d’un couplage vide. D'apres
ce qui précéde son coiit sera O(,/|Ts(z:)|d|Tw(z:)|) pour chaque appel. Or, dans le pire
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des cas, toutes les valeurs de toutes les variables sont initialisées. Aussi la complexité
de la phase d’initialisation est O(T;,ex Yoaep; f ITs(2:)Id|Ts(x:)]) qui est majoré par
(At Eaiex ITo(i)]) = O(Ved?).

Lorsque la fonction EXISTESUPPORT est appelée par la phase de propagation, elle
appelle la fonction CALCULERCOUPLAGEMAX avec un couplage de taille ITp(z;)] —1.
Cette dernitre s’exécute, alors, en O(d|Ts(z;:}|). Comme n'importe quelle valeur (%, a)
peut supporter sur une contrainte binaire toutes les valeurs de D;, la complexité de
la phase de propagation est en O(X;,ex Taep; La;els(z:) 2ocep; AT 6(2:}]) qui est ma-
jorée par O(%;.ex Laep; E::;GI‘;,(:;) EcGD,- nd) = O(ned®).

La complexité en temps de ACRDIFF est donc O(ned®).

7.9.4 Perspectives

Lorsque ACRDIFF est employé comme prétraitement, il est possible, aprés chaque
calcul de couplage maximum, de supprimer, sans coiit supplémentaire, toutes les
arétes qui n’appartiennent & aucun couplage couvrant le sous-ensemble de variables
considéré. La suppression d'une telle aréte se traduit par une modification de la
contrainte. Par exemple, si I'aréte {z;,b} est supprimée apres avoir étudié la viabi-
lité de (i, a) alors Cyj(a, b) devient faux. Cette modification nécessite de réétudier la
viabilité de certaines valeurs. Soit parce que (i,a) est le support courant de {z;,b}
sur Cj; et la viabilité de (j,b) est remise en cause. Cette valeur peut donc étre di-
rectement supprimée. Soit parce que la suppression de l'aréte {z;,a} dans le graphe
GV S((z;,b)) peut entrainer la suppression d’autres arétes de ce graphe qui peuvent
entrainer ’étude de la viabilité d'autres valeurs. On peut alors assister a la sup-
pression de valeurs n’appartenant pas & D;. L'implémentation de ce mécanisme de
propagation est plutdt délicate. Cette idée est, a I’heure actuelle, une perspective
possible d’amélioration de notre filtrage.

Nous pouvons aussi donner les principes d’un algorithme calculant la fermeture
par consistance d’arc qui respecte les contraintes de différence, lorsque le réseau com-
porte plusieurs contraintes de différence. Il suffit, par exemple, d’utiliser autant de
listes de supports pour une valeur quelconque (z;,a) que le nombre de fois ol z; est
impliqué dans des contraintes de différence.
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type d'instance | IAC | IACrdiff | JACx | autres | toutes
gain 50% | 38% 31% | -713% | 20,5%

FI1G. 7.9 - Pourcentage de gain réalisé par ACx par rapport @ AC-6ps pour resoudre
Iso-ssgrpartiel.

Par ailleurs, mentionnons qu'il doit étre possible de définir un algorithme ACR-
DIFF n’ayant besoin ni de connaitre ni de calculer systématiquement tous les supports
de toutes les valeurs. Un tel algorithme n’est certainement pas trés facile & mettre en
oeuvre car il nécessite un algorithme incrémental de calcul d’un couplage maximum.

Enfin, une question reste en suspend:

«ACRDIFF permet-il de résoudre le probléme de I'isomorphisme de sous-arbre en
temps polynomial 7»

7.10 Expérimentations

Nous avons testé, pour 10 000 instances de Iso-ssgrpartiel, un algorithme combinant
ACRDIFF et celui réalisant la fermeture par diff-arc-consistance des réseaux. Nous
appellerons AC ce nouvel algorithme.

Nous noterons IAC les instances vérifiant I'inconsistance d’arc, IACrdiff celles qui
vérifiant I'inconsistance d’arc en respectant les contraintes de différence, et JACj
celles qui sont IACrdiff et qui en plus vérifient I'inconsistance d'arc généralisée pour
les contraintes de différence.

16,7 % des instances sont IAC, 75 % sont IACrdiff et 90 % sont TACy. Le filtrage
est donc trés intéressant pour résoudre notre probléme.

Etudions maintenant le temps mis par les différents algorithmes pour filtrer les
10 000 instances. Nous avons résumé en figure 7.9 les pourcentages de gain obtenus
par ACy par rapport & AC-6ps.

On remarque que ACx gagne presque toujours du temps pour filtrer les problemes.
Cela est dii au fait qu'un grand nombre d’entre eux sont inconsistants et que cette
inconsistance est détectée plus tot dans |'algorithme par AC,. D’ailleurs dés que le
filtrage ne permet plus de conclure a 1'absence de solution, AC-6ps devient beaucoup
plus rapide.
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type d’instance | AC et JACx | AC% | toutes
gain 94% 18% | %

F1G. 7.10 - Pourcentages de gain obtenus par MACy par rapport ¢ MAC-6ps.

Intéressons nous maintenant a la recherche d'une solution. Nous avons compare
les performances de MAC-6ps et de M AC, (maintien de ACx pendant la recherche).
La figure 7.10 donne les pourcentages de gain obtenus.

La gain réalisé par MACy pour les instances que le prétraitement a détectées
comme étant inconsistantes est trés important. Cela montre clairement que la puis-
sance du filtrage réalisé par AC4. Pour les autres instances le gain est plus faible
car Parbre de recherche de MACy est réduit par rapport a celui de MAC-6ps mais
le temps passé pour étudier chaque noeud est plus important. Enfin le temps global
gagné (77%) montre 1'intérét de notre approche pour résoudre iso-ssgrpartiel.

Il est important de bien noter que tous les problémes considérés sont assez parti-
culiers, puisque que les graphes considérés sont les squelettes de molécules organiques.
Les degrés des sommets de ces graphes sont presque toujours inférieur & 5. Ce qui
explique, peut-étre, de telles différences entre les algorithmes MAC-6ps et M AC.

7.11 Conclusion et Perspectives

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux contraintes de différence. Nous
avons présenté une implémentation efficace de la consistance d’arc généralisée pour
ces contraintes. Le coiit du nouvel algorithme calculant la fermeture de cette consis-
tance pour une contrainte est semblable a la vérification de ’existence d’au moins
un tuple satisfaisant la contrainte. Nous avons montré I'intérét de disposer d'un tel
traitement pour modéliser certains problémes. Par ailleurs, nous avons proposé une
nouvelle consistance pour les contraintes binaires: la consistance d’arc en respectant
les contraintes de différence, et un algorithme la mettant en oeuvre. La puissance du
nouveau filtrage obtenu en combinant cet algorithme avec celui achevant la consis-
tance d’arc généralisée pour les contraintes de différence a été mis en évidence pour
Iso-ssgrpartiel ou 1’on obtient 77% de gain en temps par rapport aux méthodes déve-

loppées dans les chapitres précédents.
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Ce chapitre offre plusieurs perspectives.

A la vue des résultats obtenus, nous pensons qu'il est temps de s’intéresser a la
consistance d’arc généralisée pour d'autres types de contraintes n-aires.

Il serait certainement aussi intéressant d’essayer de trouver de nouveaux ordres
d’instanciation basés sur la structure du graphe des valeurs. On pourrait par exemple
choisir ’aréte entrainant le plus de suppression.

On pourrait également se demander & quelles conditions un réseau de contraintes
qui comporte des contraintes de différence peut se résoudre er un temps polynémial.
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Chapitre 8

Les graphes étiquetés

Les graphes étiquetés se rencontrent trés fréquemment en pratique. Par exemple,
les graphes moléculaires, qui sont la base du langage du chimiste, peuvent &tre re-
présentés par des graphes étiquetés, ol I'étiquette des sommets contient certaines in-
formations relatives aux propriétés chimiques des atomes, et ol I'étiquette des arétes
correspond aux caractéres chimiques des liaisons.

Le propos de ce chapitre n’est pas seulement de montrer comment I'on peut ré-
soudre Iso-ssgrpartiel pour des graphes dont les sommets et les arétes sont étiquetés.
11 explique aussi comment certains problémes peuvent se modéliser facilement grace a
’étiquetage des sommets et des arétes. Nous distinguerons deux parties, I'une consa-
crée A la modélisation a 'aide d’étiquettes de certains problémes et I'autre a la résolu-
tion de Iso-ssgrpartiel pour des graphes étiquetés. Nous verrons alors que les étiquettes
sur les sommets ne posent pas de problémes particuliers car elles sont prises en compte
en introduisant des contraintes unaires. En ce qui concerne les étiquettes liées aux
arétes, il existe deux méthodes pour construire un réseau de contraintes prenant en
compte ces étiquettes. La premitre les intégre dans la définition des contraintes, tan-
dis que la seconde introduit de nouvelles variables et des contraintes unaires portant

sur ces variables.
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8.1 Graphes étiquetés

Un graphe étiqueté est un graphe dont les sommets et éventuellement les arétes
sont munis d’étiquettes. Il peut étre modélisé par un quadruplet (X, E, etgs, etgqy) ou
X est I’ensemble de sommets du graphe, E son ensemble d’arétes et :

- etgs est une fonction de I’ensemble des sommets dans un sous-ensemble de
Palphabet As = {ej, ..., &}

- etg4 est une fonction de I’ensemble des arétes dans un sous-ensemble de l'al-

phabet Aq = {M, -y g}

Nous allons avoir besoin de comparer deux étiquettes. Pour ce faire nous définis-
sons deux fonctions booléennes permettant de savoir si deux étiquettes sont compa-

tibles.
- o(z,y) est vrai si etgs(z) est compatible avec etgs(y), et faux sinon.
a(e, f) est vrai si etga(e) est compatible avec etga(f ), et faux sinon.

La notion de compatibilité est beaucoup plus forte que la notion d’égalité. Ces deux
fonctions vont nous permettre de modéliser certains problemes beaucoup plus facile-
ment mais aussi d’obtenir des algorithmes plus performants.

8.2 Modélisation de certains problémes a I’aide de
graphes étiquetés

Certains probiémes consistent & rechercher des morphismes injectifs entre deux
graphes vérifiant certaines propriétés. Il est possible, pour trouver une solution a ce
type de probléme, d’énumérer tous les morphismes injectifs entre les deux graphes puis
de ne conserver gue ceux qui répondent & certains critéres. Nous allons illustrer cela
sur un cas d’école. En chimie organique, les molécules sont classées en fonction de cer-
tains groupement d’atomes qu’elles possédent. Ainsi la propriété «acide-carboxylique»
d’une molécule dépend de la présence du motif donné par la figure 8.1 dans le graphe

moléculaire.
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0
7
R—C
N\
O—H
FI1G. 8.1 - Le groupement caracténsant un acide carbozyligue.
o o
/4 Z
C— C\ H— C\
O—H O—H

Fi1G. 8.2 - Deux groupements représentant un acide carbozrylique.

Dans cette figure C représente un atome de carbone, O un atome d'oxygéne, H

un atome d’hydrogéne et R est un symbole générique pouvant representer soit un
carbone, soit un hydrogéne. En fait le motif donné sans la figure 8.1 correspond aux

deux graphes de la figure 8.2.
Une molécule! peut étre représentée par un graphe étiqueté dont les alphabets

sont définis de la facon suivante:

- Ag est constitué des types atomiques c’est-a-dire des symboles des atomes tels
qu’ils apparaissent dans la classification de Mendeleiev et certains symboles
génériques comme A.

- Ay, est 'ensemble des multiplicités possibles des liaisons (liaison simple, double,

triple, aromatique).

Pour savoir si une molécule présente un ou plusieurs groupements acides carboxi-
liques, on peut utiliser au moins trois méthodes:

1. On recherche les sous-graphes du graphe moléculaire isomorphe au groupement
sans tenir compte des étiquettes (des types atomiques pour les sommets et la
multiplicité des arétes pour les liaisons). Puis on sélectionne ceux qui possedent

des étiquettes compatibles.

1. Nous verrons dans la seconde partie de cette thése que cette modélisation peut &tre plus

complexe.
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2. On recherche en tenant compte des étiquettes, si le graphe moléculaire contient
un sous-graphe isomorphe & I'un des deux graphes donné en figure 8.2. La
fonction de compatibilité entre étiquette correspond & I’égalite.

3. On recherche en tenant des étiquettes, si le graphe moléculaire contient un
sous-graphe isomorphe au groupement moléculaire de la figure 8.1. Cette fous,
la fonction de compatibilité entre étiquette prend en considération certaines
connaissances du domaine, par exemple R est compatible avec C ou H.

La derniére méthode est la plus puissante, car elle permet de modéliser assez faci-
lement des problémes complexes. De plus, elle donne, en pratique, de bien meilleurs
résultats.

Dans la section suivante, nous allons montrer comment une telle technique peut

étre mise en oeuvre.

8.3 Résolution de iso-ssgrpartiel pour des graphes éti-
quetés

Nous considérerons dans cette section que 1’on dispose des fonctions « et o qui
permettent de comparer deux étiquettes.

Dans un premier temps nous considérerons que seuls les sommets des graphes sont
étiquetés. Puis nous verrons comment le probléme peut étre résolu pour des graphes
dont leurs arétes sont aussi étiquetées.

8.3.1 Graphes dont les sommets sont étiquetés

Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, Iso-ssgrpartiel peut étre
modélisé par un réseau de contraintes. Il en est de méme si les sommets sont étiquetés.
Les étiquettes induisent simplement des contrantes unaires, les contraintes binaires
et 'unique contrainte n-aire restent inchangées. Les contraintes unaires définissent
'appartenance d’une valeur au domaine d’une variable.

Considérons G = (Xg, Eg, etgs) et H = (X, En, etqs) deux graphes, o une fonc-
tion de compatibilité entre étiquettes des sommets et supposons que l’on veuille savorr
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si H est isomorphe a un sous-graphe partiel de G en tenant compte des étiquettes.
Pour résoudre ce probléme nous utiliserons le réseau de contraintes suivant :

R = (Xyg,D,C) ol
— Xy est I'ensemble des sommets de H.

— Le domaine de chaque variable A est constitué par I'ensemble des sommets de
G dont le degré est supérieur ou égal & celui de h.

— A chaque variable h correspond une contrainte unaire définie par la fonction o:
Ca(g) = o(h, g)-

- A chaque aréte {i,5} de H correspond une contrainte binaire Cy; telle que
C:j(a, b) est vrai si et seulement si {a,b} € Eg.

_ il existe une contrainte de différence impliquant tous les sommets de Xy
TOUSDIFFERENTS(X i).

Pour résoudre le CSP associé & ce réseau il suffit de résoudre dans un premier
temps les contraintes unaires puis d’appliquer les techniques qui ont été développées
dans les chapitres précédents.

8.3.2 Graphes dont les sommets et les arétes sont étiquetés

Lorsque les arétes sont étiquetées, il est possible d’envisager deux modélisations.
La premiére intégre ces étiquettes dans la définition des contraintes binaires. La se-
conde consiste & construire un nouveau graphe en placant un sommet étiqueté sur
chaque aréte.

Nous considérerons dans la suite deux graphes G = (Xg¢, Eg, etgs,etqa) et H =
(X, Ey, etqs, etqa) dont les sommets et les arétes sont étiquetés, o une fonction de
compatibilité entre étiquettes des sommets et o une fonction de compatibilité entre

étiquettes des arétes.
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Prise en compte des étiquettes des arétes par les contraintes

Pour résoudre Iso-ssgrpartiel, on peut construire le réseau suivant:

R= (XH,D,C) ou:
- Xy est ’ensemble des sommets de H.

- Le domaine de chaque variable h est constitué par I'ensemble des sommets de
G dont le degré est supérieur ou égal a celui de A.

- A chaque variable h correspond une contrainte unaire définie par la fonction o:
Ch(g) = a(h,g).

— A chaque aréte {i,j} de H correspond une contrainte binaire Cj; telle que
C:j(a,b) est vrai si et seulement si {a,b} € Eg et a({i, j}, {a, b}) est vrai.

- il existe une contrainte de différence impliquant tous les sommets de Xy
TOUSDIFFERENTS(X g).

Avec cette représentation, on remarquera que I'on obtient autant de types de
contraintes différents qu'il y a d’étiquettes différentes dans H. Comme toutes les
contraintes ne sont plus identiques, la complexité en espace ne sera plus celle des
graphes ayant des sommets étiquetés. En outre cette méthode risque d’entrainer da-

vantage de calculs.

Prise en compte des étiquettes des arétes a I’aide de graphes bipartis

Un graphe dont les arétes sont étiquetées peut toujours étre vu comme un graphe
biparti ayant uniquement des sommets étiquetés. Nous allons montrer comment un
tel graphe peut étre construit pour le graphe H. Appelons B le graphe que 'on veut
obtenir. L’ensemble des sommets de B est composé de 1'ensemble Xz des sommets
de H et d'un ensemble A de sommets comportant autant d’éléements que H possede
d’arétes. A chaque sommet a de A correspond une aréte ¢ de Ey, a est muni de
Pétiquette de e. Un sommet z de Xy dans B est relié & un sommet a de A ssi z est
reli¢ dans H par I'aréte de Ey correspondant au sommet a. La figure 8.3 donne un

exemple de tel graphe.
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0
74
R—C Graphe Moléculaire
N\
O—H
a2
al
x1 2 \23
ad
x5
x4
Graphe Etiqueté Graphe Biparti
etgS(x1)=R etqA(al)=1 etqS(x1)=R etgS(al)=1
etqS(x2)=C etqA(a2)=2 etqS(x2)=C c1qS(a2)=2
etqS(x3)=0 etqA(a3)=I etgS(x3)=0 etqS(a3)=1
ctqS(x4)=0 etgA(ad)=1 etqS(x4)=0 etqS(ad)=1
etqS(x5)=H etqS(x5)=H

Fi1G. 8.3 - Un graphe ayant des sommets et des arétes étiquetés et un graphe bipart:
équivalent sans arétes éliquetées.
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En construisant un graphe biparti pour chacun des graphes H et G, on peut
résoudre lso-ssgrpartiel pour deux graphes dont seuls les sommets sont étiquetés. En
procédant ainsi, on retrouve une excellente complexité en espace.
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Chapitre 9
Conclusion

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés au probléme de 'isomorphisme de
sous-graphe. Nous avons d’abord positionné le probléeme et défini la frontiére entre
les classes d'instances polynomiales et celles NP-Complétes. Nous avons ensuite pré-
senté quelques méthodes pour résoudre les classes d’instances polynomiales. Puis nous
avons montré I'intérét des réseaux de contraintes pour modéliser et résoudre les autres
classes.

Apres un état de 'art concernant les problemes de satisfaction de contraintes,
nous avons présenté deux nouveaux algorithmes calculant la fermeture par consis-
tance d’arc. L’un, appelé AC-7, utilise la bidirectionnalité des contraintes afin de
réaliser moins de tests de consistance que I'algorithme AC-6, tout en préservant les
complexités en temps et en espace de ce dernier. L’autre, AC-Inférence, tire profit
de certaines propriétés des contraintes pour déduire des tests effectués le résultat
d’autres tests de consistance. Nous avons aussi proposé deux heuristiques permettant
tres souvent d’améliorer les performances d’algorithmes achevant la consistance d’arc.
La premiére remet en cause le schéma classique des algorithmes AC-4 et AC-6. Au
lieu de diviser ces algorithmes en deux phases distinctes, une d’initialisation et une
de propagation, nous préconisons de regrouper ces phases en une seule, autrement
dit d’étudier immédiatement les conséquences de la disparition d’une valeur lors de
la phase d’initialisation. La seconde heuristique est un traitement particulier pour les
variables dont le domaine se réduit a un singleton.

Nous avons ensuite donné des algorithmes maintenant la consistance d’arc pendant
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une procédure de recherche. Pour ce faire nous avons défini les caractéristiques de
tels algorithmes et expliqué les modifications qu'il faut apporter aux algorithmes
calculant la fermeture par consistance d’arc pour qu’ils puissent &tre utilisés pendant
une procédure de recherche. Cela nous a amené & redéfinir les différents types d’ordre
d’instanciation en proposant un nouveau ordre: |’ordre fortement dynamique. Pour
la premiére fois nous avons testé les algorithmes MAC-6, MAC-7 et MAC-Inférence.

Enfin, nous nous sommes intéressés aux contraintes de différence. Nous avons
défini deux nouvelles consistances et deux algorithmes calculant leur fermeture. La,
premiére correspond a la consistance d’arc généralisée pour les contraintes de diffé-
rence. La seconde a pour but de calculer la fermeture par consistance d’arc pour les
contraintes binaires en respectant les contraintes de différence.

Tous ces algorithmes ont été testé avec succds pour lso-ssgrpartiel, les problemes
d’assignement de fréquence et des réseaux aléatoires.

Les perspectives de cette partie sont nombreuses, nous donnons les 3 principales

Tout d’abord nous pensons qu'’il est encore possible d’améliorer les algorithmes
calculant la fermeture par consistance d’arc en recherchant en premier lieu si le réseau
contient un sous-domaine qui vérifie cette consistance.

Ensuite, il semble nécessaire, maintenant, d’étudier la combinaison d’un algo-
rithme MAC avec un algorithme de recherche intelligent, comme le conflict-directed
backjumping.

Enfin, il faudrait s’intéresser a la consistance d’arc généralisée pour d’autres
contraintes n-aires et améliorer 1’algorithme ACRDIFF.
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Annexe A

Quelques définitions peu usuelles

de la théorie des graphes

Les définitions de cette annexe sont empruntés aux livres de [Berge, 1970], [Harary,
1969], [Gondran and Minoux, 1985].

A.1 Les graphes planaires

On dit qu'un graphe est planaire s'il est possible de le représenter sur un plan de
sorte que les sommets soient des points distincts, les arétes des courbes simples, et que
deux arétes ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités! La représentation
d’un graphe sur un plan conformément aux conditions imposées s’appelle graphe
planaire topologique. Considérons un graphe planaire topologique G Une face de
G est une région de plan limitée par des arétes et telle que deux points arbitraires
dans cette région peuvent toujours étre reliés par un trait continu ne rencontrant ni
sommets ni arétes. La frontiére d’une face est I'ensemble des arétes qui touchent la
face. Tout graphe planaire topologique contient une face extérieure illimitée.

Afin de présenter une définition plus formelle d'un graphe planaire, nous intro-
duisons la notion d’homéomorphisme:

Définition 47 Un graphe G est homéomorphe d un graphe H, si et seulement G

1. en anglais une telle représentation d’un graphe sur une surface est appelée embedding
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peut étre converti en un graphe 1somorphe ¢ H en répétant l'opération qui consiste d
remplacer un sommet de degré deuz par une aréte qus relie ses deuz voisins.

RN

Kq Ks K23
Kia Kg-x

F1G. A.1 - Les graphes Ky, Ks,Kz.a,K;;'a et K4 —z.

On peut alors définir de maniére plus formelle un graphe planaire:

Définition 48 (Kuratowski 1930) Un graphe est planatre st et seulement si il ne
contient pas un sous-graphe partiel homéomorphe ¢ K33 ou a K.

Définition 49 Un graphe est outerplanar? si et seulement s1 il admet une repre-
sentation topologique planaire telle que tous les sommets du graphe appartiennent d
la face extérieure.

Tous les graphes outerplanar sauf K; — z, ne contiennent pas de sous-graphe
homeéomorphe & K, ou a K> 3.

Définition 50 Un graphe est serie-paralléle s: et seulement s: quelque soit un cycle
simple C du graphe, il eziste une représentation topologique planaire de G, tel que C
soit la frontiére de la face eztérieure.

On peut aussi définir un graphe série-paralléle comme étant un graphe qui ne
possede pas de sous-graphe partiel homéomorphe a Kj.

2. Comme nous n’avons pas trouvé de traduction satisfaisante, nous conserverons le terme anglais
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Annexe B

Le probleme du zebre

Le probléme du z&bre présente de nombreuses similarités avec des problémes réels.
Il a été proposé par Dechter [Lauriére, 1976]. Le probléme est donné en figure B.1.

Ce probléeme peut &tre représenté par un réseau de contraintes impliquant 25
variables, une pour chacune des 5 couleurs, des 5 boissons, des 5 marques de cigarettes

1. il y a 5 maisons, chacune a une couleur différente, un habitant de nationalité différente, un
animal différent; chaque habitant boit une boisson différente et fume des cigarettes difiérentes.
I’anglais habite la maison rouge.
I'espagnol posséde un chien.
le café est bu dans la maison verte.
'ukrainien boit du thé.
la maison verte est immédiatement a droite de la maison 1voire
le fumeur de Old-Gold posséde des escargots.
les Kools sont fumées dans la maison jaune.
le lait est bu dans la maison du milieu
. le norvégien habite dans la premitre maison & gauche.
. le fumeur de Chesterfield habite & cté de la maison ou1 se trouve le renard.
. les Kools sont fumées dans la maison & c6té de la maison ou se trouve le cheval.
. le fumeur de Lucky-Strike boit du jus d'orange.
le japonais fume des Parliament.

©®NO ;RN

bt et e el b
- W e O

15. le norvégien habite & c5té de la maison bleue.

La question est: Qui boit de I'eau et o1 habite le zébre?

F1G. B.1 - Le probléme du zébre.
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C, rouge | My anglais | A; chien | By café | T Old Gold
Co vert | N, espagnol | A, escargot | By thé { T»  Chesterfield
C3; 1voire | N3 ukrainien | A3 renard | B; lait | T3 Kool
C; jaune | Ny norvégien | A, cheval | B, jus d'orange | Ty Lucky Strike
Cs bleu| N5 japonais | As zébre | Bs eau | Ts  Parliament

F1G. B.2 - Définition des variables pour le probléme du zébre.

et des 5 animaux. Chaque variable a comme domaine {1, 2,3, 4, 5}. Chaque numéro
correspond a la position d’une maison (affecter la valeur 2 3 la variable A4 signifie que
le possesseur du cheval habite dans la seconde maison). Les correspondances entre
les mots et les variables sont données par la figure B.2.

Les affirmations 2 & 15 sont traduites en contraintes binaires et unaires. La figure
B.3 représente en extension les contraintes correspondant aux affirmations 2 a 15.
Les contraintes de différence entre variables du meéme groupe sont omises pour des
raisons de clarté. A la création, il y a 68 couples de valeurs, 125 valeurs au total et 2
variables sont instanciées soit 8%.

Par ailleurs, il y a trois maniéres de représenter la premiere affirmation qui signifie
que les variables du méme groupe doivent prendre des valeurs deux & deux différentes.

1. Une contrainte binaire est construite entre toutes les paires de variables du
méme groupe assurant que deux variables ne seront pas instanciées avec la
méme valeur. Dans ce cas nous obtenons un réseau de contraintes binaires.

2. 5 contraintes 5-aires sont construites (une pour chaque groupe). Le réseau n’est

pas binaire.

3. Les 5 contraintes de différence sont représentées par leur graphe des valeurs (cf
Chapitre 7).

La premiere représentation est celle qui est généralement utilisée pour résoudre le

probléme [Dechter, 1990; Bessiére and Cordier, 1993).
A partir de ces trois représentations, nous pouvons étudié les différents résultats

obtenus par la consistance d’arc
Pour la premiére représentation, les résultats du filtrage par consistance d’arc sont

donnés en figure B.4.
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2 (=) 3 (=) 4(=) 5(=) 6 (-1) (=) 8(=)
NG Na | A By | Ca Ny | By Oy | Cs T | Aa T3 | Cs
3 3 2 2 4 4 2 2 4 3 1 1 1 1
4 4 3 3 5 5 4 4 5 4 2 2 3 3
5 5 4 4 5 ) 3 3 4 4
5 5 4 4 5 5
5 5
9] [10] @y | 26 [13 (=) 14=) | [15(+10)
Bs N, Ta| As A | T Ty | By Ns | T} Ny | GCs Ag Bs
3 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 1
2 1 2 3 2 2 3 3 2 2
2 3 3 4 4 4 4 4 3 4
3 2 4 3 5 5 5 5 4 5
3 4 4 5 5
4 3 5 4
4 5
1 4

FI1G. B.4 - Premzsére représentation aprés application de la consistance d’arc.

Les contraintes qui ne sont pas des contraintes de différence sont représentées en
figure B.3.

La consistance d’arc permet I’élimination de 22 couples de valeurs, soit une ré-
duction de 32,4 %. Le nombre total de valeurs est égal & 86, soit 31,2% valeurs en
moins. Et une variable en plus est instanciée.

Pour la seconde représentation, le filtrage employé est la consistance d’arc gé-
néralisée. La figure B.5 montre les nouveaux résultats obtenus. Ce filtrage supprime
nettement plus de valeurs que le précédent. En effet, il reste 32 couples, soit un facteur
d’élimination de 53%, et 62 valeurs total soit 51% de suppressions et on a instancié
8 variables, presqu’un tiers du probléme est résolu.

Pour la troisiéme représentation le filtrage employé est la consistance d’arc pour
les contraintes binaires et la fermeture par consistance d’arc généralisée pour les
contraintes de différence. Les résultats obtenus sont les memes qu’avec la precedente
méthode. Nous pouvons détailler un peu le fonctionnement du nouveau filtrage.



223

2(=) 3(=) 4(=) 5(=) 6 (-1) 7(=) 8(=)

4| 4 4| 4 5|5 4| 4 5| 4 4| 4
5|5 5|5 515 5|5
9 10] [11(+1;1) ] [12(31:) ] [ 13 (=) 14(=) 15(+1;-1)

B; Ny T2 | As A | T3 Ts | Bs Ns | T5 N | Cs As Bs

2 1

(=L B N ]
(LB - N -

<L I S T I )

Fi1G. B.5 - Représentation 2 et 3: résultats obtenus aprés filtrage par consistance

d’arc.

Le traitement particulier lié aux contraintes de différence s’applique de la ma-
niére suivante. Par la définition du probléme nous savons qu’il existe 5 contraintes
de différence, chacune regroupant les variables de méme type. On a, par exemple la
contrainte de différence définie sur ’ensemble de variables {C}, C,, C3, Cy, Cs}. Dessi-
nons le graphe biparti correspondant aux variables de cette contrainte et aux valeurs
de leur domaines. On obtient le graphe donné par la figure B.6.

On remarque que s'il existe un couplage de I’ensemble des variables dans les valeurs
alors nécessairement ce couplage contiendra la valeur 1 pour la variable Cy. En effet
les trois variables C}, C; et Cj3 prennent leurs valeurs dans {3,4, 5} donc Cj ne peut
pas étre apparié avec une de ces valeurs, car on a trois valeurs pour trois variables.
On pourra ensuite appliquer le méme raisonnement pour la contrainte de différence
définie sur I’ensemble de variables { B, B», Bs, By, Bs}, ce qui permettra d’instancier

la variable Bs avec la valeur 1.

Notons a le nombre de contraintes binaires correspondant aux affirmations 2 & 15,
P la taille d’un groupe de variable, ¢ le nombre de groupe et d le nombre de valeur
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C, 3
C2 4
=
C3 y/ 5
Cy4 1
C 5 2
Fic. B.6 - Graphe des valeurs de la contrainie de différence définie sur

{Cl'l C‘Z) C31 C4r 05}'

des domaines. Nous pouvons maintenant calculer la complexité des trois méthodes:

1. Pour la premiére représentation, le nombre de contraintes binaires ajoutées est
en O(cp?). Aussi, la complexité du filtrage est en O((a + cp?)d?).

2. Dans le second cas nous pouvons considérer que la complexité est la somme des
longueurs de toutes les 5-uplets admissibles pour les 5 contraintes 5-aires. Elle
est en O(izEm).

3. Pour la troisitme méthode la consistance d’arc pour les contraintes binaires est
en O(ad?) et le filtrage pour les contraintes de différence est en O(cpd®). La
complexité totale est en O(ad?) + O(cp’d?). Ce qui est équivalent 3 la premiere.

Le second filtrage élimine plus de valeurs que le premier. Mais sa complexité est
nettement plus élevée. La représentation et 1’algorithme que nous avons proposé au
chapitre 6 donne des résultats équivalent a la seconde méthode avec une complexité
equivalente a celle de la premiére méthode. Nous pouvons donc conclure que ce type
d’approche est excellent pour des problémes ressemblant & celui du zébre.

Cependant, on peut obtenir encore un meilleur résultat. Il est possible de formuler
le probléme du zébre différemment pour rendre le traitement des contraintes de diffé-
rence encore plus efficace. On regroupe les variables qui sont liées par une contrainte
d’égalité en une seule variable dont le nom est la concaténation des deux varnables.
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6(-1) 1(+1;-1) | [ 12G+151) | [15(+10)
B\Ca | Cs o | As A | T3C, Ny}t Gs
4 3 2 1 2 1 1 2
5 4 2 3
3 4
4 3
4 5
5 4

Fi1G. B.7- Résultats obtenus aprés regroupement des variables liées par une contrainie
d’égalité et aprés application du filtrage pour les nouvelles contraintes de différence.

Cette fois-ci le réseau comprend 17 variables:

X = {NiCy, N2 Ay, Bi1C2, N3 By, Ty Ag, T3C4, Ty By, N5Ts, Ny, As, Ag, As, Bs, Bs, Cs, Cs, Ta }
On retrouve les 5 contraintes de différence du réseau précédent qui sont avec les
nouvelles variables:

o (NG, N2 Ay, N3 By, Ny, N5T5)
o (A1 N2, AoTh, As, Ay, As)
« (B1Cy, By N3, B3, BT, Bs)
* (C\Ny, G2 By, C3, C4T3,Cs)
* (T1 A2, T3, T3Cy, Ty By, T5s N;)
On trouve en plus 8 triangles:
+ (NiCh, B1Cy, N3 Bs)
« (N\Cy, T3Cy, NsT5)
« (N2A), N5T;, T Az)
o (B1Cy, T3Cy, Ty By)
« (N3 B,, Ty By, N5Ts)
« (T3, A3, T1 As)
« (A4, T30y, T1 42)
« (Ny, G5, N1Cy)
Les contraintes qui ne sont pas des contraintes de différence sont au nombre de 4
, au lieu de 12. Apres le traitement lié aux contraintes de différence et associé a la
consistance d’arc, on obtient la figure B.7.
En procédant ainsi on n’a pas de meilleurs résultats qu'avec la méthode precédente
pour la premiére application de I’algorithme. Si I’on emploie de maniére systématique
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ce filtrage, comme le font les algorithmes MAC, alors si ’on choisit la valeur 5 pour
la variable B;Cz, qui est une des variables non instanciées qui a le plus petit domaine
('autre est C3 et le méme raisonnement que celui qui va suivre donnerait le méme
résultat), le filtrage va donner la solution du CSP, sans faire de retour-arriére. Et
st I'on supprime la valeur 5 pour la variable B,C; le filtrage va trouver, sans avoir
besoin de faire d’instanciation (donc de retour-arriére), que le CSP résultant de cette
suppression n’a pas de solution'. Avec la précédente formulation du probléme il était
impossible d’arriver au méme résultat sans faire de retour-arriére.

Deux choix seulement aprés le premier filtrage par consistance d’arc peuvent en-
gendrer un retour-arri¢re. Ce sont 5 pour T} A4, et 1 pour As. Alors qu’il y a 35 choix
possible & ce niveau. Donc dans le pire des cas notre algorithme trouvera la solution
et montrera qu’elle est unique avec un seul retour-arriere. Il devient méme possible
de résoudre le probléme du zébre 2 la main, en représentant les 4 contraintes binaires
et les 10 graphes bipartis associés aux 13 contraintes de différence. Et de facon plus
aisée que la méthode décrite par [Smith, 1992).

Ce résultat, trouver la solution du z&bre et montrer qu’elle est unique, en faisant
dans le pire des cas un seul retour arriére est le meilleur résultat qui ait été trouvé
Jusqu’a maintenant. En effet le systéme CHIP résout le probléme avec trois choix et
cinq retours-arriére. Et [Smith, 1992] propose une méthode particulitre au probleme
du zébre qui nécessite, dans le meilleur cas, un retour-arriere. Mais la probabilité
d’avoir un retour-arriére est beaucoup plus faible pour notre algorithme (2/35 =
0.058, soit moins de 6%).

1. Si on avait choisit la valeur 4 pour B,Cs, qui est 'autre possibilité, cela aurait conduit immé-
diatement a un échec. Mais le choix suivant qui aurait résulté de sa suppression nous aurait donne
la solution du probléme et prouvé qu'elle est umque
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Annexe C

Deux nouveaux ordres

d’instanciations

Dans cette annexe nous présentons un nouvel ordre d’instanciation qui donne de
bons résultats en pratique. Cet ordre essaie de combiner plusieurs types d’informa-
tions comme la taille des domaines et la structure du graphe des contraintes. Nous
proposons aussi un nouvel algorithme calculant la largeur d’un graphe.

C.1 Association de la cardinalité du domaine et

du degré des variables

Ce premier ordre a pour but de prendre en compte simultanément la taille des
domaines et le degré des variables dans le graphe des contraintes.

Dans le chapitre 3 nous avons présenté 1'ordre domaine-min qui consiste a choisir
comme prochaine variable & instancier celle dont le domaine est le plus petit. Cet
ordre est dynamique. Il donne, en général, de bons résultats. Mais il peut également
en donner de trés mauvais. D’une certaine maniére nous ne pouvons pas considérer
que c'est un ordre aux performances stables. Il permet essentiellement de limiter
la largeur! de I’arbre de recherche. Le reproche essentiel que I'on peut lui faire est
qu'il ne tient absolument pas compte de la structure du graphe des contraintes. Pour

1. La largeur exprime ici une notion purement visuelle.
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x4 }‘3
x6
Domaines :
x7 P X2 D1=D2=D3=Dd=(a,b,c,d}
D5={ab,c,d.e}
Dé={e,f,g}
xl
D7=({f.g}
Graphe des contraintes

Toutes les contraintes sont des contraintes de différence

Fig. C.1 - Un réseau de contraintes.

mettre cela en évidence nous allons considérer le réseau donné en figure C.1.

La rapidité avec laquelle on va trouver une solution dépend de la valeur affectée
a x5, car seule la valeur e conduit & une solution. L’ordre “domaine-min” conduira a
choisir d’abord la variable z; puis la variable zg. Ces choix ne présente pas d'intérét
quant & la résolution du probléme, car ils sont en dehors du coeur de difficulté du
probleme, qui est constitué par les variables zy, %2, 23,24 et 2s. Il vaut beaucoup
mieux choisir d’abord I’'une de ces variables.

L’ordre que nous présentons ne résout pas tous les problémes précédemment men-
tionnés, il essaie simplement de prendre en compte une information sur le graphe
des contraintes: le degré des variables. Si 1’on utilisait uniquement cette information
on obtiendra probablement pour notre exemple un meilleur résultat que celui donné
par l'ordre précédent. Mais on retrouverait le méme type de défaut, & savoir ne plus
considérer une information importante : les domaines et notamment leur évolution au
cours de la résolution.

Notons deg(z;) le degré de la variable z; dans le graphe des contraintes a la créa-
tion du réseau. Nous proposons de prendre comme nouvelle variable a instancier celle
dont le rapport de la taille de son domaine au carré par son degré est le plus faible.
Le nouveau critére de choix est donc:

_Dif?
deg(z;)
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Ce critere combine donc deux parametres important du réseau de contraintes.
Notons que C. Bessiére a proposé, dans sa thése, d'utiliser un ordre statique base
sur le critére: |D;|/deg(z;). Ce sont des essais expérimentaux qui nous ont amené a
privilégié la taille des domaines par rapport au degré des variables, d’olt I'apparition
d’un carré. Il est important de remarquer que la taille des domaines peut varier
pendant la recherche alors que le degré est toujours fixe. Aussi surprenant que cela
puisse paraitre au premier abord, le degré des variables ne doit pas refléter le nombre
de voising non instanciés. Supposons que ’on fasse un tel choix et reprenons I’exemple
précédent. On va commencer par choisir z5 puis on prendra certaines variables de la
clique. Mais aprés en avoir choisi plusieurs on va décrémenter le nombre de variables
voisines non instanciées des variables restantes et on risquera de quitter la clique pour
choisir la variable z;. En pratique ce phénomene se produit effectivement. De maniére
informelle on peut dire que cet ordre va tenter de résoudre des parties difficiles du
CSP mais au moment ol il sera presque parvenu & les résoudre il va instancier une
variable n’ayant rien a voir avec la partie difficile en cours de traitement. Pour éviter
cela il ne faut donc pas considérer les variables voisines non instanciées.

C.2 Un nouvel algorithme calculant la largeur du

graphe des contraintes

Freuder [Freuder, 1982} a introduit la largeur des graphes afin de caractériser

certaines classes polynomiales.

Définition 51

« La largeur d’un sommet dans un graphe ordonné est égale au nombre de
votsin dans le graphe de ce sommet le précédent dans Uordre.

« La largeur d’un ordre dans un graphe est égale & la largeur mazimales de
tous les sommets de cet ordre

« La largeur d’un graphe est égale i la largeur minimale pour tous les ordres.
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Trace de I"algorithme :

k=0 : sommets éliminés : 1,2,3,11,10
k=1 : aucun sommet n’est éliminé
k=2 : sommets éliminés : 4,5,6,7.8,9

FiG. C.2 - Calcul de la largeur d’un graphe.

Freuder a donné un algorithme linéaire en la taille du graphe pour trouver sa
largeur (cf algorithme 36).

Algorithme 36 Algorithme de calcul de la largeur d’un graphe.

LARGEUR(G) : entier
k+0
Enlever du graphe tous les sommets isolés
tant que le graphe est non vide faire
ke—k+1
tant que ¢l existe des sommets connectés & au plus k autres faire

|_ Enlever ces sommets du graphe

retourner k

L’ordre obtenu en prenant les sommets dans 1'ordre inverse de ’ordre dans lequel
ils ont été enlevés par Palgorithme est un ordre de largeur minimum.

Dans l'exemple C.2 la largeur du graphe est 2 et I'ordre 9 8 76 5 4 10 11 3 2
1 est un ordre de largeur 2. Le resultat de l'algorithme dépend de l'ordre suivant
lequel les sommets sont choisis. Ainsi I'ordre 456 7 8 912 3 11 10 est également
de largeur 2. Cela est relativement génant, c’est pourquol nous proposons un autre
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5 7 5 7
1 11
3 4 9 10
2
6 8 6 8
11 existe des sommets de degré 1 : Il existe des sommets de degré 2 :

Tist[0)=(1,2,11) k=1 ¢ Tist[3)=(5.8) k=2 ¢

5 7
3 4 9 10

6 8 6
11 existe des sommets de degré 1 © 11 existe des sommets de degré 1 ¢
Tist[1)={3,10} k=1 Tist{4)=(6,7} k=2

5 7

4 9
6 8

Il existc des sommets de degré 2
Tist[2)=(4,9) k=2

Fi1g. C.3 - Trace du nouvel algorithme de celcul de la largeur d’un graphe.
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algorithme de calcul de la largeur d’un graphe. 1l utilise un tableau de listes (T"st)
comme structures de données.

Algorithme 37 Nouvel algorithme de calcul de la largeur d'un graphe.

LARGEUR(G, T'lst) : entier
Vi=0,.,n:Tist]i] + @
10
tant que le graphe est non vide faire
1+0
tant que il n'eziste pas de sommets de degré j faire j « j+1
sij>kalorsk « 3
Mettre dans Tlst[i] tous les sommets de degré 7
Supprimer tous les sommets de Tst[i]

| t+—1+1
retourner &k

La figure C.3 donne la trace de cet algorithme pour le graphe précédent. L’ordre
donné par les listes du tableau en suivant l'ordre décroissant des indices est un ordre
de largeur minimum. Ainsi l'ordre 6 758 49 3 10 1 2 11 est un ordre de largeur
minimum. Quelque soit ’ordre dans lequel les sommets sont supprimés le tableau de
listes sera toujours le méme. Comme les listes ne sont pas nécessairement réduites
a un seul élément, nous pourrons obtenir quand méme plusieurs ordres de largeur
minimum.

A partir de la remarque précédente, on peut imaginer un nouvel ordre dynamique
en choisissant les variables selon 1'ordre préecédemment calculé et en différenciant les
sommets appartenant & une méme liste par la taille de leur domaine. Ce dernier
critére étant choisi de fagon dynamique

C.3 Résultats expérimentaux

Dans les chapitres precedents, tous résultats que nous avons donné pour les algo-
rithmes de type MAC ont éte calculés en utilisant le nouvel ordre présenté dans cette

annexe.
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Pour les 10 000 instances de Iso-ssgrparttel, le degré est calculé uniquement par rap-
port aux contraintes d’adjacence. On observe une perte de 5% en temps avec ’ordre
domaine-min et de 25% avec l'ordre de largeur minimum tel que nous proposons de
le calculer.

Pour trouver une solution pour l'instance 11 des problémes d’assignement de fré-
quences? , il faut & MAC-Ipsid:

« plus de 15h avec domaine-min;

. 314s avec un ordre statique qui considére les sommets suivant I'ordre décroissant
de leur degré;

. 10s avec le nouvel ordre proposé;

« 2,95 avec ’ordre de largeur minimum & condition de le calculer selon notre mé-

thode.

Avec le dernier ordre mentionné le probléme, est résolu sans aucun retour-arriére.
Clest le meilleur résultat obtenu & ce jour.

Pour finir nous proposons pour les réseaux aléatoires ayant 20 variable et 10
valeurs qui ont été définis dans le chapitre 6, une comparaison entre notre nouvel
ordre et domaine-min (cf figure C.4). Chaque point représente la moyenne obtenue
pour 30 instances se trouvant sur la phase de transition.

Il apparait trés clairement que 'ordre que nous proposons a de bonnes perfor-
mances par rapport & domaine-min.

Pour conclure cette annexe nous dirons simplement que la combinaison de la taille
des domaines et du degré des variables dans le graphe des contraintes est une idée

qui mérite d’étre approfondie.

2. toutes les autres instances sont trés rapidement résolues quelque soit 1'ordre choisi
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60 T L] ¥ ¥ T ) T T
50 | ,
40 F 1
]
g
-
é k] o ]
o
-
20 | -
10 ¢ -
o 1 1 Il i 1 L i Il
20 30 40 50 60 70 80 90 100

dengite du graphe des contraintes

FIG. C.4 - Pourcentage de temps gagné par le nouvel ordre d’instanciation par rapport
& domaine-man pour la recherche d’une solution dans des réseauz de contraintes ayant

20 variables et 10 valeurs.
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Deuxieme partie

Apprentissage des liaisons

stratégiques en synthese organique






237

Chapitre 1
Introduction

Le probléme que je traite dans cette partie est celui de la détermination des liaisons
stratégiques dans des molécules en synthése organique.

Sans rentrer dans le détail, car c’est le propos du chapitre 2, une synthése en chimie
organique est une séquence de réactions permettant de créer une molécule complexe,
appelée molécule cible, & partir de produits disponibles dans le commerce ou faciles &
obtenir. Les liaisons stratégiques d’une molécule cible sont les liaisons créées au cours
de la dernitre étape d’une synthése, autrement dit créées par la derniére réaction
utilisée. Ce sont donc les plus importantes.

Le projet, peut-étre un peu trop ambitieux, que j’ai commencé en DEA, est de
résoudre ce probléme en créant un systéme utilisant le méme langage que celui des
chimistes. Pour mener & bien ce projet, j’ai été assisté d’Q. Gascuel, mon directeur
de theése et surtout de C. Laurengo, un expert de la synthése organique. Les chimistes
raisonnent & partir de formules moléculaires, qui sont, pour un informaticien, des
graphes ayant des sommets et des arétes étiquetés. Le premier inconvénient de cette
approche est que la manipulation de graphes s’accompagne d’une forte complexité
des calculs. Par exemple, comme nous l'avons vu dans la premiére partie de cette
thése, le probléme de I'isomorphisme de sous-graphe partiel est NP-Complet.

Par ailleurs, comme le chimiste n’hésite pas & faire appel & des connaissances pas-
sées pour résoudre une nouvelle synthése, et puisque I’on dispose d’énormes bases de
réactions (que I’on peut voir comme des synthéses & une étape) nous avons pensé
qu'un systéme d’apprentissage basé sur la recherche de ressemblances entre les molé-
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cules serait un bon choix pour résoudre notre probléme. Aussi nous avons commencé
par utiliser la méthode ANNA. Mais elle g'est vite avérée insuffisante car les explica-
tions qu’elle donnait étaient insuffisantes [Régin et al., 1994]. 11 fallait donc développer
un nouveau systeme d’apprentissage. Mais la dificulté majeure d’une telle approche
est qu’il faut en paralltle construire un systéme d’apprentissage performant pour le
probléme considéré et définir les connaissances du domaines qu'il faut prendre en
compte pour résoudre le probleme. Les interactions entre la construction et la mode-
lisation sont nombreuses et difficiles & gérer. Ces deux aspects sont présentés, dans
cette partie, de fagon bien séparée, mais dans la réalité il n’en a pas été de méme. En
effet, pour arriver & dissocier ces deux aspects nous avons fait appel & un étudiant
de DEA (C. Fagot) afin d’étudier et d’améliorer notre systéme pour des problémes
jouets ayant les mémes caractéristiques que notre probléme initial. Je pense que gréice
a C. Fagot, nous avons partiellement atteint Pobjectif que nous nous étions fixés.

Le plan de cette partie est le suivant:

Dans le chapitre 2, je détaille le probléme de la détermination des liaisons straté-
giques en synthése organique. Yexplique, pour un non initié, ce qu’est une syntheése
en chimie organique et une liaison stratégique. Je montre aussi pourquoi nous avons
choisi d’utiliser une représentation symbolique des données plutdt qu’une représenta-
tion numérique.

Dans le chapitre 3, je présente les principes de 'apprentissage conceptuel. Puis,
je donne bri¢vement les mécanismes de base des méthodes de voisinage. Enfin, je
détaille le fonctionnement de la méthode ANNA, qui a été la source d’inspiration de
la nouvelle méthode que nous avons développée.

Dans le chapitre 4, je propose une nouvelle méthode d’apprentissage appelée CNN.
C’est une méthode conceptuelle de voisinage. Je détaille ses différents mécanismes et
je donne les résultats qu’elle a obtenus pour des problémes tests.

Dans le chapitre 5, je montre comment nous avons modélisé le probleme. Je mets
en évidence certains problémes qui ont surgi lors de cette modélisation et j'explique
pourquoi nous avons pris en compte les effets électroniques que subissent les atomes.
Je présente une adaptation de I'algorithme de recherche de cliques maximales de Bron
et Kerbosh au probléme de la recherche de sous-graphes partiels communs maximaux
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et connexes.

Dans le chapitre 6, les résultats obtenus pour notre probléme sont présentes et
commentés. Ils sont plutdt satisfaisants. Le reclassement des exemples de ’ensemble
d’apprentissage est excellent et les régles apprises ont une réelle pertinence chimique.
Je ne manque pas de mettre en évidence un probléme encore non résolu.

Enfin le chapitre 7 conclut cette partie.



240 Chapitre 1. Introduction




241

Chapitre 2

Présentation du probleme

2.1 La synthése en chimie organique

Cette présentation s'inspire de celles faites par C. Laurenco lors des différents
conseils scientifiques du GDR TICCO.

2.1.1 Introduction

La synthese chimique se distingue tout d’abord par son importance économique.
La plupart des secteurs industriels - pharmacie, agrochimie, parfumerie, alimentation,
photographie, électronique, matériaux, etc - emploient, transforment ou produisent
des molécules de synthése. A titre d’exemple, pour lancer un nouveau médicament,
il faut synthétiser et tester 'activité biologique de quelques 10 000 composés, ce qui
au total prend une douzaine d’années et coiite plus d'un milliard de francs.

La synthése est également 'un des moteurs de la découverte en chimie. La prépara-
tion de molécules naturelles complexes (chlorophylles, stéroides, alcaloides, érythro-
nolides, ...) permet non seulement de trouver de nouveaux réactifs et de nouvelles
voies de synthése ayant un intérét général, mais aussi de prouver I’exactitude des
structures moléculaires et de développer des théories qui contribuent & la compréhen-
sion de la chimie. Par ailleurs, la préparation de molécules jusque-1a hypothétiques
(prismane, propellanes, ...) permet de vérifier ou de réfuter des théories existantes.

La synthése d'une molécule organique complexe est un défi lancé & 1'habileté et &
I’intelligence du chimiste. Pour résoudre un probléme de syntheése, celui-ci s’appuiera
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évidemment sur la théorie structurale et électronique de la chimie organique. Mais
cette théorie, encore fort incompléte, est plus apte a expliquer qu’a prédire un résultat,
3 indiquer ce qui ne peut pas étre fait qu’a montrer la meilleure fagon d’obtenir ce qui
est faisable. Aussi, le chimiste fera trés largement appel & la masse considérable de
données expérimentales, accumulées depuis le sizcle dernier au cours de la synthése
de plus de 10 millions de molécules, qu’il trouvera dans la littérature chimique, afin
d’élaborer des solutions selon un raisonnement par analogie.

Un tel domaine, o1 les problémes rencontrés sont trés complexes, ou la théorie
est incompléte, ol la connaissance est vaste et hiérarchisée dans de multiples clas-
sifications, o le raisonnement est & la fois logique et analogique, et ou le langage
d’expression (basé sur les formules structurales) emprunte son formalisme & la théorie
des graphes, est un champ privilégié de recherche et d’application pour divers aspects
de Pinformatique: algorithmique, bases de données, acquisition et représentation de
connaissances, raisonnement, etc. Depuis une trentaine d’années, de nombreux tra-
vaux, dus principalement 2 des chimistes, ont été consacrés au développement de
systémes informatiques de gestion de données chimiques ou d’aide & la résolution de
différents problémes, notamment ceux posés par la synthése organique. Certains de
ces travaux ont permis de réaliser des outils dont I'efficacité est incontestable (DARC,
CAS ONLINE, REACCS, DENDRAL, LHASA, etc). Cependant, beaucoup reste en-
core 3 faire pour obtenir des systémes plus «intelligents», mieux adaptés aux besoins
de la chimie organique. Certains aspects de la connaissance chimique devraient étre
mieux formalisés, c'est le cas des stratégies de synthese. Nous allons montrer dans
la suite comment des techniques informatiques avancées, particulierement celles qui
sont développées en intelligence artificielle, devraient venir remplacer les techniques

classiques qui ont montré leurs limites.

2.1.2 Le probléme de la syntheése

La résolution d’un probléme dans un domaine quelconque se déroule généralement

selon la séquence suivante:
1. Compréhension du probléme

2. Conception d'un plan
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3. Exécution du plan.
4. Evaluation de la solution.
5. Acquisition d’expérience.

Dans le cas d’un probléme complexe, il est rarement possible d’exécuter ces actions
dans ’ordre, sans retour en arri¢re pour clarifier, affiner ou remettre en cause certaines
interprétations ou hypoth&ses. Néanmoins, le succes de chaque étape dépend du succes
de celle qui la précéde dans cette séquence. Ainsi, quelle que soit 'habileté du chimiste,
I'exécution d’un plan mal congu n'aboutira jamais & une bonne syntheése.

Un systéme d’aide & la synthése doit pouvoir intervenir & chaque étape, a l'ex-
ception de celle d’exécution du plan qui est la phase «expérimentale» du processus.
1l doit pouvoir aider & comprendre le probléme en percevant les caractéristiques de
la molécule & préparer. Il doit aussi permettre d’élaborer des plans de synthése en
procédant de maniére systématique et en proposant des hypotheses auxquelles le chi-
miste n’aurait pas forcément pensé. Enfin, grace a un tel systéme, on doit avoir la
possibilité d’évaluer des solutions et d’acquérir, de conserver et de transmettre une
connaissance d’experts.

La synthése d’une molécule est un probléme qui appartient & la classe des pro-
blemes de transformation. Trouver une solution a un tel probléme consiste a découvrir
une séquence d’opérations reliant un état initial & un état final. Le triplet {état initial,
état final, opérateurs} définit 'espace d'états (ensemble des configurations du pro-
bleme : solutions et impasses). La recherche de solutions peut se faire en parcourant
I'espace d’états du probléme initial vers I’état final ou de 1’état final vers I’état initial
ou encore dans les deux directions & la fois. Les principales techniques de recherche
de solutions sont:

« le parcours aveugle (force brute) qui n’utilise pas d’autre connaissance que celle
contenue dans I’espace d’états et un test d’arrét;

. I'utilisation d’heuristiques qui introduit dans l'espace d’états une connaissance
permettant d’estimer le mérite des solutions en cours de développement;

. la réduction de I’espace de recherche par laquelle on se concentre sur ses carac-
téristiques essentielles et on differe le traitement des détails.
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1) Recherche d’un produit de départ approprié
+ +

Molécule cible <-----=-= Int.2 <-------- Intl <=-"°°°C Produit de départ

2) Recherche d’une séquence de réactions conduisant 2 la cible

< = s T signifie “réaction”

Démarche classique
Moléculecible | -t 3> Prég 1 oo > Préc2 oottt > Produit de départ

Recherche d’une succession de précurseurs dans le sens rétrosynthétique

en tenant compte des caractéristiques de la cible
-+ gignifie “transformation”

Analyse rétrosynthétique

FIG. 2.1 - Synthése et Rétrosynthése.
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FiG. 2.2 - La Confertine.

En synthése, il faut découvrir un chemin de synthese, c’est-a-dire une séquence
de réactions chimiques conduisant d’un ensemble de produits de départ (composés
commerciaux ou faciles & obtenir) & la molécule qu'on veut préparer. Un chemin de
synthése peut comporter aussi bien 2 que 20 réactions logiquement enchainées. Sa
taille est fonction de la complexité de la molécule cible, de la nature des produits de
départ et de l'ingéniosité du chimiste. Le plus souvent, seul ’état final d’un probléme
de synthése (la molécule cible) est bien défini. Pour trouver des chemins de synthése,
on raisonne alors de maniére analytique (rétrosynthétique selon la terminologie de
Corey [Corey and Cheng, 1989]), autrement dit de la molécule cible vers les pro-
duits de départs. La figure 2.1 met en évidence les différences de ces deux modes de
raisonnement.

Dans le cas d’une approche rétrosynthétique, de taille de ’espace d’états du pro-
bleme pourra étre considérable. Prenons comme exemple la Confertine (cf figure 2.2).
Le squelette de cette molécule (abstraction faite des hydrogenes et des hétéroatomes
terminaux — les trois oxygenes doublement liés) possede 18 liaisons. Dans les syntheses
connues, 6 ou 7 liaisons, en moyenne ont été créées pour construire la molécule. Le
nombre de séquences de 7 liaisons 3 créer parmi 18 est égal & Al = 18!/(18 - T7)!, soit
plus de 160 millions. Si la création de chaque liaison est de plus réalisable par 5 réac-
tions différentes il faudra multiplier ce nombre par 57 pour obtenir celui des solutions
possibles, soit plus de 10'3. La taille d’un tel espace rend évidemment inapplicable
les techniques de recherche par force brute. Les experts de la synthese emploient tout
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un arsenal de connaissances stratégiques et tactiques pour sélectionner les voies a
explorer parmi toutes celles qui sont possibles mais qui sont inégalement pertinentes.

2.2 Le probléme et ses hypothéses

Concevoir un plan de synthése pour une molécule complexe par une analyse ré-
trosynthétique conduit inévitablement & une explosion combinatoire. Aussi, pour ré-
soudre un tel probleme dans un temps raisonnable, il est nécessaire d’utiliser des
stratégies pouvant guider cette analyse. Les avancées les plus remarquables ont été
réalisées par Corey [Corey and Cheng, 1989], mais ce domaine trés complexe reste
encore partiellement formalisé. Les connaissances stratégiques dans ’élaboration de
synthéses organiques prennent divers aspects et s’échelonnent sur plusieurs niveaux.
Avoir une vue globale d’un probléme de synthése n’est pas aisé et la découverte de
nouveaux plans de synthese résulte le plus souvent de l'utilisation concurrente de
plusieurs types de stratégies (topologique, stéréochimique, etc...). Les stratégies spé-
cifient et ordonnent logiquement un ensemble de buts & atteindre. Un but peut &tre
formulé en termes d’actions, par exemple casser un systéme cyclique, supprimer un
stéréocentre etc... Dans le sens rétrosynthétique, casser une haison est un
but élémentaire. Il peut étre inclus dans un but plus complexe, comme par exemple,
casser un cycle. L’identification des liaisons stratégiques, c'est-a-dire des liaisons dont
la déconnexion réduit la complexité de la molécule, est basée sur des criteres variés.
Des approches heuristiques [Corey et al., 1975; Corey and Cheng, 1989) et algorith-
miques [Baumer et al., 1988] ont été proposées afin de percevoir de telles liaisons a
partir des caractéristiques topologiques et stéréochimiques de la molécule cible. Nous
proposons une autre approche basee sur la reconnaissance de similitudes entre un
nouveau probleme de synthese et des problémes déja resolus.

Une analyse rétrosynthétique est un processus récursif. Chaque précurseur engen-
dré & partir de la structure cible peut étre considéré comme un nouveau but pour
les futures analyses. Ainsi, un chemin de synthése peut etre défini comme un arbre
de réactions dont la racine est la derniére étape de la synthése, chacun des autres
noeuds étant la racine d’un sous-arbre, autrement dit chaque autre réaction est la
derniére étape d’une sous-synthese. Deux classes de liaisons existent dans le produit



2.2. Le probléme et ses hypothéses 247

(ﬁ (ﬁ
CHy—O C CH,—— C—— 0 — CHy
_I_ Réactifs
Br— CH,

Base Rétrosynthese

e

I - Liaison Stratégique Produit
CH, Formé

Fi1G. 2.3 - Une réaction.
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d'une réaction: les liaisons créées par la réaction et les autres (cf figure 2.3). Les
premiéres ont une grande importance stratégiques car ce sont les buts & atteindre
par les méthodes de synthése, tandis que les secondes ont peu d’intérét ou un in-
térét inconnu. Le caractére stratégique d’une liaison est fortement lié au
contexte dans lequel elle apparait, c’est-a-dire & son environnement structural.
Aussi, pour étre capable de prédire le caractére stratégique d’une liaison d’une molé-
cule cible donnée, nous devons apprendre 3 partir d’exemples les caractéristiques des
contextes favorables et défavorables. Les trés grandes bases de données de réactions
disponibles vont nous fournir les exemples nécessaires au processus d’apprentissage.
Nous partons avec 'hypothése que les bases de données de réactions contiennent des
instances de méthodes de synthése et chacune d’entre elles est la derniére étape de la
synthése.

Nous pouvons résumer le probléme de la fagon suivante:

Données: On dispose d’une base de données de molécules pour lesquelles
on connait la ou les liaisons qui sont créées au cours d'une synthese, et
d’une molécule m pour laquelle on ne dispose pas d'une telle information.

Hypothese: Le caractére stratégique d’une liaison dépend de son environ-
nement structural.

Questions : Quelle est la liaison de m qui est stratégiquement la plus in-
téressante (autrement dit qu’il faudrait déconnecter durant une analyse
rétrosynthétique de m)? Peut-on classer les liaisons de m en fonction de
leur importance stratégique? Comment explique-t-on les réponses données
aux deux questions précédentes?

L'objet de la seconde partie de cette thése est de proposer un systéme capable de
répondre & toutes ces questions.

Nous allons dans le paragraphe suivant montrer pourquol nous avons besoin d’uti-
liser les données sous une forme symbolique.
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3 -H

0=C =cC
S0 —H

Fi1G. 2.4 - Une molécule.

2.3 Intérét d’une représentation symbolique par
rapport a une représentation numeérique en chi-
mie organique

Les méthodes numériques {(cad celles qui manipulent uniquement des nombres)
sont limitées & des descriptions de type attributs-valeurs (proche de la logique des
propositions), tandis que les méthodes symboliques {cad celles qui manipulent les
données représentées sous une forme symbolique) permettent d’exploiter des descrip-
tions structurelles {proches de la logique des prédicats). Une description structurelle
considére un objet non plus seulement en fonction des ses caractéristiques mais aussi
en fonction de sa structure c’est & dire des liens existants entre ses composants. Tout
ce qui est descriptible par une description attributs-valeurs peut 1’étre par une des-
cription structurelle, mais I'inverse n'est pas vrai.

Une formule réduite Co0.H, est exactement une représentation par attributs-
valeurs, alors que la formule développée est une représentation structurelle. Considé-
rons par exemple la molécule donné en figure 2.4.

Cette molécule sera représentée par un graphe ol les sommets et les arétes sont
étiquetés. Il est tres difficile de représenter cette molécule sous forme de vecteurs
d’attributs, car dans ce type de représentation le nombre et le type des attributs est
déterminé & 1’avance. On pourrait, par exemple, disposer des attributs suivants:

- numériques: nombreC, nombreH, ... (on énumére tous les éléments), nombre-
liaisonO=C, nombre-liaisonC-C, ... {on énumére tous les types de liaisons).

- booléens: groupement-alcool, groupement-cétone, . ...

La combinatoire de ce type de représentation est énorme. De plus il est impos-
sible de rajouter une connaissance, par exemple un groupement oublié. L'emploi de
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descriptions structurelles semble donc plus approprié.

Par ailleurs, en synthése organique le caractére stratégique d’une liaison peut dif-
ficilement se déduire de paramétres physicochimiques. Il semble plus simple de l'esti-
mer 3 ’aide de criteres structurels, en s’appuyant sur P’analogie existant entre des cas
connus et le probléme & résoudre. On cherche a apprendre des connaissances de nature
symbolique (des régles) & partir de données elles-mémes de nature symbolique (des
molécules). De plus, les chimistes utilisent naturellement des représentations symbo-
liques et structurées d’objets complexes. Or il est beaucoup plus facile d’expliquer
quand on parle le méme langage que les experts, donc 'utilisation d'une méthode

symbolique s’impose.

2.4 Conclusion

L’un des points essentiels de la synthése en chimie organique est la reconnaissance
des liaisons stratégiques. L’état actuel des connaissances nous permet de penser que
le caractere stratégique d’une liaison dépend de son environnement structurel. Aussi,
si I'on arrive a déterminer les environnements stratégiquement favorables ou défa-
vorables, on aura résolu ce probléme. Malheureusement on ne sait pas définir cette
connaissance. Par contre on dispose d’une grande masse d’information, & I'état brut,
fournie sous la forme de base de millions de réactions. Si I'on arrive & expliciter sous
forme de régles les connaissances implicitement contenues dans ces bases nous au-
rons atteint notre but. Or ce type d’extraction est justement le propos des méthodes
d’apprentissage conceptuel, d’autant plus que les donnees manipulées sont de type
symbolique. C’est pourquoi nous avons choisi cette approche. Les principes généraux
de ces méthodes sont exposés dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Apprentissage conceptuel et

méthodes de voisinage

Japprentissage est une branche importante de I'Intelligence Artificielle. De ma-
niére générale, on peut le définir comme le processus qui permet de tirer bénéfice d’'un
ensemble de situations déja résolues, pour traiter des situations nouvelles. Apprendre
une régle c’est, par exemple, utiliser les descriptions et diagnostics d'un ensemble
de patients, pour construire une régle de décision qui permettra de prédire le diag-
nostic de nouveaux patients. Des systémes d’apprentissage remarquables tels que les
sytemes AQ de I'équipe Michalski, ID3 et FOIL de Quinlan et RISE de Domingos!
ont d’ailleurs été réalisés pour des domaines aussi variés que la reconnaissance des
caractéres, le traitement de la parole ou I'analyse des séquences biologiques.

Nous nous intéresserons ici a une forme d’apprentissage particuliére, qui est «I’apprentiss
de concept & partir d’exemples». On suppose que les exemples (ou situations déja ré-
solues suivant notre appellation antérieure) sont des couples (description, classe). La
description permettra, par exemple, de représenter les symptomes d’un patient, tan-
dis que la classe correspondra a son diagnostic. Nous supposerons qu'il n’y a que deux
classes, notées C, et C_. Les exemples de C,. seront appelés les «exemples positifs
du concept & apprendre», tandis que les exemples de C_ seront «les exemples ne-
gatifss. A titre d’illustration dans la figure 3.1, Pobjectif est d’apprendre le concept
d’équilibre dans un monde de blocs simplifié. Les exemples positifs correspondent &

1. Ces méthodes, ainsi que d’autres, sont expliquées dans (Thrun et ol., 1991].
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Exemples POSITIFS Exemples NEGATIFS

A O

el e2 el

L O

FIG. 3.1 - Ensembles d’ezemples positifs et négatifs du concept d’équilibre.

des empilements stables d’objets, et inversement les exemples négatifs sont instables
L’objectif poursuivi par I’apprentissage est double:

— On recherche une explication intéressante et non-triviale de la partition observee

entre exemples positifs et négatifs;

On souhaite que cette explication, ou régle de classement, permette de reclasser
sans erreur, ou avec une faible probabilité d’erreur, une nouvelle description

dont la classe est inconnue.

Ces deux aspects sont bien sir liés. Une explication triviale, comme par exemple
celle constituée par la disjonction des exemples positifs, ne permettra pas de reclas-
ser correctement de nouveaux exemples. En outre, une régle de classement efficace
contient certainement, méme si c’est de maniére implicite, une certaine connaissance
sur le concept & apprendre.

L’apprentissage de concept tel que nous 1’avons défini jusque 13, s’apparente donc
& ce qu'en statistiques on appelle un probléme de discrimination & deux classes, et
pour lequel il existe de trés nombreuses méthodes de résolution (certaines seront
décrites en section 3). Les speécificités de I'approche IA de I'apprentissage de concept

tiennent avant tout.

- Au mode de description des exemples. Comme nous le verrons, ces méthodes
permettent de traiter des données symboliques complexes, comme par exemple
des molécules données en formule développée, donc des graphes étiquetés.
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- Au langage d’expression des regles de classement apprises. La encore, ces meé-
thodes sont capables d'utiliser des langages symboliques évolués de representa-
tion, du type graphe ou proche de la logique du premier ordre.

— A la volonté d’obtenir des sorties explicatives, ce qui impose, entre autres, de
conserver autant que faire se peut le langage de 'utilisateur, d’exprimer les
régles de classement dans ce langage, de limiter le nombre de ces régles, d’adop-
ter des procédures simples de décision & partir d’'un ensemble de régles, etc...

Comme nous le verrons (en section 1) il existe plusieurs grandes approches d’ap-
prentissage conceptuel. Celle que nous avons retenue ici est relativement peu em-
ployée, et s’apparente au <raisonnement par analogie». Pour classer une nouvelle
description, on s’appuie sur les exemples qui lui sont proches, dans un certain sens
que nous préciserons. Le pendant de ce type d'approche dans le monde statistique est
constitué des «méthodes de voisinages», ou encore «d’estimation locale de la densiter,
dont les représentants les plus connus sont la méthode «des k plus proches voisins»
et «les noyaux de Parzen». Ces méthodes s’appuient sur une distance pour définir la
notion de proximité. Dans le cas ot les descriptions sont des points de R", on utilise
généralement la distance euclidienne. La difficulté quand on se place dans le cadre de
descriptions complexes, du type graphe ou autres, est qu’il n’existe pas de distance
naturelle. Par exemple en chimie, dans certains contextes on pourra considérer que
deux molécules sont trés proches parce qu'elles contiennent toutes deux un groupe-
ment alcool, alors qu’en fait elles sont trés différentes du point de vue de la structure
et de la nature des atomes qu’elles contiennent. Il est par conséquent trés délicat
de définir une distance pertinente pour le probléme posé, et donc pratiquement im-
possible d’'utiliser une méthode comme les k plus proches voisins. Le traitement de
cette difficulté dans le cadre d’une approche de type conceptuelle a éte abordé dans
la méthode ANNA [Gascuel, 1985b; Gascuel, 1985a/, sur laquelle nous nous sommes
appuyés.

On trouvera dans la suite de ce chapitre introductif 4 parties principales. La
premiére décrit un probleme d’apprentissage simple qui nous a servi pour mettre au
point notre méthode, les problemes liés & la chimie etant trop complexes & mettre
en oeuvre dans une phase préliminaire (section 1). La deuxieme donne les concepts
de base de I'apprentissage conceptuel a partir d’exemples (section 2). La troisiéme
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Uic 3456 185

F1G. 3.2 - Représentation des chiffres par des digits.

BITO

BIT2
BIT 1

BIT3
4 )

BIT4 BITS

BITé6

F1G. 3.3 - Représentation d’un digit par un vecteur de 7 bits.

decrit dans leurs grandes lignes les méthodes de voisinage (section 3). La quatriéme
détaille la méthode ANNA, que I’on peut qualifier de «méthode conceptuelle de plus
proches voisins», et qui a été la premitre méthode que nous avons testée (section 4).

3.1 Un exemple simple

Nous avons choisi d'illustrer notre exposé a I'aide du probléme des digits (LED
displays). Ce probléme a été introduit par [Breiman et al., 1984], et se rapporte aux
chiffres que 1’on voit sur les cadrans digitaux (figure 3.2). Nous avons choisi, ici,
d’apprendre le concept «chiffres pairs / impairs» en considérant chaque digit comme
un vecteur de bits. Chaque bit correspond alors & une LED et si un bit est 4 1, cela
signifie que la LED est allumée (figure 3.3). Dans un premier temps, nous avons pris
des vecteurs de 7 bits (un par LED), pwuis nous avons ajouté des attributs inutiles
sous la forme de 4 bits supplémentaires affectes aléatoirement. De plus, lors de la
génération des exemples, du bruit peut étre apporté sur les valeurs des digits de
référence. Pour cela, on introduit un taux d’erreur que I'on applique 2 chaque bit lors
de la génération d’un exemple. Il représente la probabilité d’avoir ce bit mal positionné
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dans sa description. Si, par exemple, on choisit 10% de bruit, chaque bit aura une
chance sur dix de voir sa valeur faussée. Cela signifie que le 0 peut se retrouver avec
une barre au milieu, ou perdre sa barre du haut. Un 8 peut donc représenter un 9
bruité, et ainsi faire passer un élément de la classe des impairs pour un de la classe
des pairs.

Les notations suivantes seront employées dans la suite de ce chapitre

Notations 2
+ E représente ’ensemble d’apprentissage;
« C,. représente la classe des ezemples positifs et C.. celle des négatifs;
» v est un ezemple que l'on doit classer

3.2 Principes de ’apprentissage conceptuel

Cette section présente, de maniére générale, les notions au centre de 'apprentis-
sage conceptuel. Le lecteur intéressé par une présentation plus détaillée pourra consul-
ter le cours de Nicolas [Nicolas, 1993], ou celui de Quinqueton [Quinqueton, 1990).
Nous commengons par introduire ’apprentissage conceptuel & partir d’exemples en
détaillant ses mécanismes de base. Puis nous caractériserons les méthodes d’appren-
tissage selon la stratégie de construction des généralisations qu’elles utilisent et selon
la manieére dont les exemples sont considérés.

3.2.1 Meécanismes de bases

Les systémes d’apprentissage s’articulent autour de la notion de generalisation.
Mitchell [Mitchell, 1982] a défini le probléme de la généralisation comme une recherche
dans un espace d’hypotheses possibles. Il le formalise de la fagon suivante:

Etant donné:

- un langage LI pour décrire les exemples;
- un langage LG pour décrire les généralisations {descriptions de concepts);

- une relation d’appariement faisant correspondre exemples et génera-
lisations, c'est-a-dire un mécanisme permettant de reconnaitre si un



256 Chapitre 3. Apprentissage conceptuel et méthodes de voisinage

exemple est couvert par un concept et si un concept est plus géneral
qu'un autre;

- un ensemble d’exemples positifs et éventuellement négatifs d’un concept

4 apprendre,

- un critére de consistance

Déterminer: les généralisations faisant partie du langage considéré, consis-

tantes avec les exemples présentés.

Nous allons par la suite détailler les différents types de raisonnement utilisés par
les systémes d’apprentissage, c'est-a-dire la déduction et I'induction. Comme I'induc-
tion peut produire des incohérences nous verrons qu'il est indispensable de définir un
processus de vérification des résultats basé sur une modélisation probabiliste. Ensuite
nous présenterons le langage de géneralisation et la relation d’appariement et nous
montrerons que c’est par leur intermédiaire qu’une partie importante des connais-
sances du domaine est prise en compte. Enfin, nous exposerons les deux grandes
approches possibles pour déterminer le critére de consistance

Déduction et induction

Reprenons la célébre phrase d’Aristote «Socrate est un homme, les hommes sont
mortels, donc Socrate est mortel». Elle est une illustration du raisonnement dé-
ductif classique, fondé sur la logique dite aristotélicienne. Elle exprime la transitivité
de la relation d’implication.

On peut paraphraser Aristote afin d’illustrer le raisonnement inductif?, «Socrate
est mortel, Socrate est un philosophe, donc les philosophes sont mortels». Remarquons
qu’une conclusion tout aussi possible est «tous les mortels sont des philosophess.
Ce qui montre le coté arbitraire de l'induction. L’induction est le procédé qui
consiste & passer d’un ensemble de faits ¢ une lot reliant ces fails.

Ces deux types de raisonnement sont utilisés en apprentissage symbolique. La
déduction permet de classer de nouveaux exemples a partir de régles obtenues par un

raisonnement inductif.

2. Joél Quinqueton m'a présenté le premier cette paraphrase, je le lui attribue donc.
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Il est important de constater que, si la déduction produit des énonces valides ce
n'est pas le cas de I'induction. Or, un aspect fondamental de I’apprentissage est le
controle de la validité. Cette derniére est en particulier violée par la presence de faits

ou de régles contradictoires:
- faits contradictoires: P(a), - P{a} simultanément présents,
~ régles contradictoires: P(z) = Q(z), P(z) = — Q(z) simultanément présents.

Par rapport & ce probléme les deux mecanismes de base precédemment présen-
tés n'ont pas le méme comportement. Si la déduction ne crée pas de contradiction,

I'induction peut en créer.

Par déduction, en effet la production de faits contradictoires n’est possible que
s'il y a, au départ, des faits contradictoires ou des régles contradictoures.

Par induction, on peut créer des régles contradictoires trés facilement, sans que le

probléme le soit au départ:
- faits initiaux: P{a), Q(a), P(b), -~ Q(b)
- régles contradictoires inutiles: P(z) = Q(z), P(z) = - Q(z)

Aussi, pour controler cette validité, nous proposons d'introduire des criteres sta-

tistiques.

Validation des résultats

Un systéme d’apprentissage doit étre capable de bien reclasser les exemples de
’ensemble d’apprentissage. Mais ce simple principe ne suffit pas, car I'objectif est
avant tout d’avoir de bonnes performances sur de nouveaux exemples. Pour estimer

celles-ci, on peut utiliser deux méthodes:

1. la premiére consiste a employer un ensemble test indépendant de I’ensemble
d’apprentissage. Puis a observer les performances du systeme sur cet ensemble
Des resultats tres bons sur ’ensemble d’apprentissage n’entrainent pas neces-

sairement des résultats trés bons sur le test.
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9. la seconde est la méthode dite du «jack-knife». En pratique elle consiste a retirer
un exemple de ’ensemble d’apprentissage, puis A tester le systéme avec cet
exemple et & répéter, ensuite, ce processus pour tous les exemples.

L'une et I'autre de ces procédures trouvent leur justification dans un cadre proba-
biliste. On peut montrer qu’elles permettent d’obtenir des estimateurs sans biais des
performances réelles de la procédure d’apprentissage. A linverse, les performances
obtenues sur ’ensemble d’apprentissage lui-méme sont souvent trés optimistes et for-
tement biaisées. Aussi on admet généralement que le systeme ne reclasse pas correc-
tement tous les exemples de I’ensemble d’apprentissage, des résultats parfaits n’étant
pas nécessairement le signe de bonnes performances réelles.

Le langage de représentation et la prise en compte d’une connaissance
initiale; la relation d’appariement

Le réle de cette relation booléenne A est de mettre en correspondance exemples
et généralisations, de spécifier quelles descriptions sont les généralisations de tels ou
tels exemples. Soient e un exemple et g une généralisation, Ale, g) est vrai si g est
une généralisation de e, et faux sinon. Si A(e, g) est vrai on dit que e est reconnu
par g.

Cette relation induit un ordre partiel sur le langage de généralisations, lié a la
notion de généralité. Cette relation d’ordre induite (notée >, plus spécifique), est
définie sur 'ensemble des couples de généralisations (s, g). Si g est plus générale que
s, on dit aussi que s est plus spécifique que g, alors g couvre plus d’exemples que s.
Soit de manitre formelle, avec B représentant I'ensemble des exemples:

s> g« {e€ ElAle,s)} C {e € EjAle, 9)}

La figure 3.4 donne un exemple d’espace de généralisation pour le probleme des
digits. Dans cette figure une étoile représente aussi bien un 1 qu’un 0.

T. Evans [Evans, 1968] a mis en évidence que la représentation des connaissances
est un probléme fondamental dans le domaine de I’apprentissage automatique. On
ne peut apprendre que ce que l'on sait représenter. Dans le méme ordre d'idée, la
relation d’appariement dépend de la théorie du domaine d'application. Afin de gene-
raliser, le systéme doit utiliser des connaissances générales sur le domaine. Reprenons
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/1;:.;*0\
%% %) 1**=*%0*0
11*1*%0 1#%10%0 11**%0*0

Fi1G. 3.4 - Exztrait d’un espace de généralisation-spécialisation

01 1
11001 0
1 * 0 ; 1 L I

Fig. 3.5 - Généralisation de deuz exemples.

’exemple de I’équilibre: si le systeme sait qu’une sphére ou une pyramide sont des
bases instables pour monter un équilibre, alors il pourra plus facilement apprendre
qu'un empilement doit &tre constitué d’objets a base stable (sauf pour le plus haut),
pour pouvoir étre en équilibre. Trés souvent, ces connaissances sont représentées sous
1a forme de hiérarchies de généralisation. Ces hiérarchies font partie de ce que I'on
nomme la théorie initiale, et elles constituent un outil trés largement utilisé en ap-
prentissage conceptuel.

Pour illustrer cette idée, prenons deux exemples de digits: 1001101 et 1100110
et recherchons une généralisation possible de ces exemples. Si 'on sait qu’une étoile
peut remplacer un 1 ou un 0 alors nous pourrons obtenir la généralisation propo-
sée en figure 3.5. Cette connaissance est extrémement simple. Pour le probléme de
la détermination des liaisons stratégiques en synthése organique, nous introduirons
certaines connaissances sous la forme de hiérarchie. La figure 3.6 donne un exemple
de hiérarchie et met en évidence son influence sur le mécanisme géneralisation.

Reégles et sélection des régles

A partir de la notion de généralisation et des classes de ’ensemble d’apprentissage

nous allons définir la notion de régle.
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Généralisation possible des deux exemples : \

PN

X
r C 1

Mt
Introduction d'une hiérarchie de généralisation : / \
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Nouvelle généralisation possible : C
C— MI

FIG. 3.6 - Intérét de Uintroduction de connaissances du domatne pour le mécanisme

de géneralisation.
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Une régle correspond a association d’une généralisation g avec une classe C. On
la note (g — C). Le nombre de fois olt une régle (9 — C) est vérifiée est égale au
nombre d’exemples e de C tels que g reconnaisse e (A(e, g) est vrai). Le nombre de fois
ot une régle (g — C) est contredite est égale au nombre d’exemples e n’appartenant
pas & C tels que g reconnaisse e (A(e, g) est vrai).

Pour sélectionner les régles il existe deux types de critéres:

- les critéres logiques

- les criteres statistiques

Nous allons trés brievement rappeler les principes de chacun des ces critéres (cf [Li-
quitre, 1990)).

Critéres logiques

Au «début» de I’apprentissage conceptuel la plupart des systemes d’apprentissage
utilisaient ce type de critere {Michalski, 1983; Kodratoff and Ganascia, 1986; Mitchell,

1982).
Une régle est considérée comme vraie si elle vérifie les critéres de:

- cohérence: elle ne doit &tre vérifiée sur aucun exemple négatif.

- complétude: elle doit étre vérifiée par tous les exemples positifs.

L'ensemble d’apprentissage ne peut donc pas contenir d’erreurs.

Critéres statistiques

Ces critéres ont été introduit par Quinlan [Quinlan, 1983) et par Quinqueton et
Sallantin [Quinqueton and Sallantin, 1983].
La validité d’une régle est déterminée statistiquement. On peut introduire les

notions de:

- complétude non stricte: une formule est statistiquement valide s1 elle est
valide pour la plupart des exemples positifs.

- cohérence non stricte: une formule est statistiquement coheérente si elle est
non vérifiée pour la plupart des exemples négatifs.
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Ces critéres ont été introduits pour prendre en compte le bruit et/ou l'utilisation de
mode de description incomplet.

3.2.2 Caractérisation des méthodes d’apprentissage

Les méthodes d’apprentissage peuvent &tre caractérisée selon deux points de vue:
1. la stratégie de construction des généralisations;
2. la maniére dont les exemples sont considérés.

Dans la pratique ’ensemble de toutes les généralisations n’est jamais donné in
extenso, pour des raisons pratiques d’encombrement. Il est construit au fur et &
mesure des besoins.

Il peut étre engendré A partir des énoncés les plus généraux en les particularisant :
cette stratégie est dite descendante.

Mais il peut aussi étre construit a partir des énonceés les plus particuliers, qui sont
en général les exemples, en les généralisant : cette stratégie est dite ascendante.

Une stratégie descendante permet de trouver des régles tres geénérales et favorise
I’emploi de critére statistiques. A linverse une stratégie ascendante favorise les regles
spécifiques et rend plus difficile I'emploi de critéres numériques. Il n’est pas possible
pour un probléme donné de choisir a priori entre une régle courte et une longue.

On distingue aussi les méthodes incrémentales des méthodes globales. Les
premiéres considérent les exemples les uns aprés les autres et fonctionnent sans arrét
en mise & jour de la connaissance a partir du nouvel exemple présenté. A Topposé,
les secondes traitent les exemples dans leur ensemble.

3.3 Meéthodes de voisinage

Comme pour l'apprentissage conceptuel, les méthodes de voisinage sont basées
sur les exemples. Elles utilisent, comme leur nom l'indique, la notion de voisinage,
qui elle-méme s’appuie sur la notion de distance.

Le voisinage V(v) de v correspond a un sous-ensemble de F contenant des élements

«proches» de v.
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Nous appellerons classe majoritaire d'un ensemble d’exemple la classe qui a le
plus de représentant dans cet ensemble. Le principe de ces méthodes est trés simple
puisqu’il peut se résumer comme suit :

La classe d’un nouvel ezemple v est la classe majoritaire de son
voisinage.

Algorithme 38 Algorithme générique des méthodes de voisinage

METHODEDEVOISINAGE(E, v, k) : classe

noteCy « 0
noteC_ «+ 0
V(v) &« CALCULERVOISINAGE(E, v, k)
pour chague e € V(v) faire

si e € C, alors noteC,. « noteCy +1

|_ sinon noteC_. + noteC_ +1

si noteC, > noteC. alors retourner Cy
si noteC_ > noteC; alors retourner C_
retourner indécision

L'algorithme générique pour ce type de méthode est I'algorithme 38. La fonction
de calcul du voisinage d’un exemple est I'objet de la section suivante.

3.3.1 Voisinage

Supposons que I'on dispose d’une distance d, permettant d’exprimer la proximite
entre v et n'importe quel élément de E. Le voisinage V(v) peut se définir a l'aide
d’un paramétre k et de d selon deux approches différentes :

— Soit il est constitué des éléments e de E tels que d{e,v) < k. Cette idée est &
la base de la méthode des snoyaux de Parzen» [Parzen, 1962).

- Soit il est constitué par les k éléments de E les plus proches de v. C’est a dire
qu'un élément e de E appartient & V(v) s’il n'existe pas au moins k éléments
de E ayant une distance avec v inférieure & d(e, v). Il s’agit de la méthode des
k-plus proches voisins [Cover and Hart, 1967].
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3.3.2 Distance

Le calcul du voisinage fait explicitement appel & une distance. Si les éléments sont
représentés numériquement, il est aisé de calculer la distance séparant deux éléments.
En effet 1'espace de description est R*, ou n le nombre de champs décrivant un
objet, et 'on peut, par exemple, appliquer la distance euclidienne. D’autres approches
utilisent la distance de Mahanalobis et peuvent aussi pondérer I'importance relative
des différentes composantes de la description. Dans le cas ou les descriptions sont du
type {0,1}", la distance la plus couramment appliquée est la distance de Hamming,
c’est A dire le nombre de valeurs différentes dans la description des deux objets. Ainsi,
la distance séparant les deux digits 1100100 et 1001100 sera 2. On peut cependant
montrer que cette distance «naturelle» n’a pas toujours de bonnes propriétés. Il se
peut, par exemple, que certains éléments de descriptions soient non-discriminants (par
exemple les 4 bits aléatoires dans notre probléme des digits) et influent inutilement
sur le calcul de la distance. Certains auteurs [Cost and Salzberg, 1993] ont proposé
diverses maniéres de remédier & ce probleme. Enfin, lorsque les objets sont de nature
symbolique et ont une structure complexe, il n'existe effectivement pas de distance
naturelle. Par exemple rien ne ressemble plus & une phrase que sa négation. De méme,
en chimie, un éther ressemble fortement & un ester, alors que ce sont deux composés

trés différents (cf figure 5.10).

3.3.3 Amélioration par pondération

L’inconvénient majeur des méthodes précédentes (noyaux de Parzen et k plus
proches voisins) est qu'elles ne tiennent compte ni de l'importance relative des at-
tributs composants un élément, n: du fait qu'un exemple peut étre extrémement
représentatif de la classe & laquelle il appartient. Afin de combler cette lacune, et
ains) différencier les exemples en fonction de leur importance au sein de I’ensemble
d’apprentissage, on applique une pondération qui peut porter soit sur les objets, soit

sur leurs attnbuts.
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Pondération des exemples

Cette technique a été proposée par Cost et Salzberg [Cost and Salzberg, 1993].
Elle consiste & associer un poids p; @ chaque élément e; en fonction de son
importance dans 'ensemble d’apprentissage. Plus la valeur du poids sera faible, et plus
I’exemple sera important. Donc plus la valeur du poids sera élevée et plus 'exemple
s'apparentera & une exception. La distance pondérée dpe entre v, I’élément & classer
et un élément e, devient: dpe(v, e;) = p; X d(v, &)-

Pour déterminer le degré d’exception d’un exemple e, Cost et Salzberg proposent
de considérer le voisinage de e. Si e est une exception, son voisinage contient beaucoup
d’exemples qui ne sont pas dans sa classe, et inversement.

Pondération des attributs

Cette méthode consiste a associer un poids p; & chaque atiribut o;. Afin de
déterminer le poids p; de chaque attribut, on étudie le pouvoir discriminant de a; sur
’ensemble d’apprentissage. Plus la valeur d’un attribut aura d’importance dans le
choix de la classe d’un élément de cet ensemble, et plus le poids de cet attribut sera
élevé. Par exemple, on peut utiliser la mesure du Chi-2 pour déterminer ce pouvoir
de discrimination.

La distance pondérée dpa entre deux exemples e, et ez sera alors

dpale;, ex) = 3 p: X mismatch(a;, ey, €2}

avec mismaitch(a;, e, e2) = 1 si la valeur de Iattribut a, est différente pour e; et ey,

et 0 sinon.

3.3.4 Conclusion

Les méthodes de voisinage classent trés bien, et souvent plus rapidement que les
méthodes d’apprentissage conceptuel, un élément & partir d’un ensemble d’appren-
tissage. Elles vont donc nous servir de référence. De plus, la pondération permet de
mettre en évidence des exceptions et d’affiner encore la classification. Cependant, il
n'est pas possible d'obtenir une explication compréhensible du classement d’un élé-
ment, ce qui est & notre avis, un inconvénient trés important. En outre, P'utilisation
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d’une distance fait qu'il est trés difficile d’appliquer les méthodes de voisinage aux
descriptions structurelles. Mais cette distance est-elle vraiment nécessaire, puisque ce
qui nous importe c’est la détermination d’un bon voisinage? La methode ANNA que
nous allons maintenant présenter propose une autre approche de détermination du
voisinage, qui n'est pas basée sur une distance.

3.4 ANNA : une méthode symbolique-numeérique

ANNA [Gascuel, 1985b; Gascuel, 1985a) est une méthode d’extraction de concepts
A partir d’exemples, autorisant un certain niveau de contradiction dans I'induction,
et faisant intervenir des considérations fréquencielles dans la déduction. En ce qui
concerne 'induction, une régle est considérée comme étant acceptable si elle est suffi-
samment vérifiée. Pour la déduction, une décision peut étre prise méme si des régles
contradictoires s'appliquent. S'il existe une «majorité suffisante» de régles conduisant
3 la méme décision, alors cette décision est prise.

Selon un point de vue similaire & celui des méthodes de voisinage, on peut éga-
lement dire que ANNA essaie de déterminer le voisinage d'un élément sans utiliser
explicitement une distance entre éléments.

Cette méthode met & la disposition de l'utilisateur deux mécanismes:

1. un mécanisme de décision permettant de classer un nouvel exemple;
2. un mécanisme d’apprentissage proprement dit.

Ce sont les buts principaux de ces mécanismes qui les distinguent. Celui du méca-
nisme de décision est de classer un nouvel exemple en le comparant avec les exemples
de ’ensemble d’apprentissage et d’expliquer ce classement a ’aide de regles obtenues
lors des comparaisons. Ce mécanisme s'apparente par certains aspects aux méthodes
de voisinage. Le mécanisme d’apprentissage fonctionne différemment, puisque son but
est d’extraire un ensemble de régles de I’ensemble d’apprentissage et par la suite de
classer grace & elles les nouveaux exemples.

Ces deux mécanismes font appel au méme type de raisonnement basé sur I'analogie
ou la similitude entre deux exemples. C'est pourquoi nous allons présenter en pre-
mier la recherche d’analogies entre éléments. Ensuite, nous montrerons les liens entre
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ANNA et les méthodes de voisinage. Puis, nous détaillerons les processus de décision
et d’apprentissage. Apres, nous étudierons la fonction utilisée dans ANNA (fonction
MATCH) qui permet l'introduction de connaissances du domaine. Finalement, nous
donnerons certains résultats et nous conclurons.

3.4.1 Raisonnement «par analogie»

L'idée est de calculer toutes les ressemblances entre un exemple v et tous les
exemples de E afin de construire une liste R de régles de décision, puis de déterminer
si v doit &tre considéré comme un élément positif ou négatif.

Les ressemblances entre deux éléments sont déterminées par la fonction MATCH.

La fonction MATCH

Une des idées dominantes en apprentissage est que pour apprendre il faut déja
connaitre beaucoup. Dans ANNA connaitre c'est, comme dans tout programme, avoir
un bon langage de description et c'est, de plus, disposer d’une fonction MATCH qu
permette de comparer deux exemples. Cette fonction recoit en entrée deux exemples
et donne en sortie un certain nombre de ressemblances. Une ressemblance entre
e; et ey est une généralisation commaune & e; et e;. Le plus souvent, on définit
MATCH comme l’ensemble des généralisations maximalement specifiques de e, et e.
Une généralisation g de e; et ep est maximalement spécifique s'il n’existe pas de
généralisation g» de e; et e telle que g2 > g1.

Cette fonction inclut une connaissance tres importante du domaine d’application.
Déterminer si cette connaissance est ou non efficace pour le probleme posé est le
propos d’ANNA.

Dans les problemes réels, il y a beaucoup de connaissances a donner et les exemples
sont nombreux et complexes. L’aspect implémentation devient alors tres important
si ’on souhaite que les temps d’exécution restent raisonnables. Aussi, pour de nom-
breuses applications, on utilise une fonction spécifique du domaine traité, et optimisée
en fonction de ce domaine. Comme nous le verrons dans le chapitre 5, c'est ce type
d’approche que nous retenue pour [a chimie.

Toutefois, pour etre compatible avec ANNA, la fonction MATCH et la relation
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d’appariement .A doivent vérifier deux propriétes:

~ MATCH(e,, &) = {r:} = Ale1, i) est vrai et Alez, ;) est vrai.

Afe,r) est vrai & 1 € MATCH(e, 1) 3.
En particulier on a e € MATCH(e, €).

La fonction MATGH et la relation d’appariement A sont les seules procédures
dépendantes du domaine dans ANNA.

Construction de la Liste R

La liste R des régles de décision s’obtient par I'application de 4 étapes successives:

Production des arguments élémentaires: on applique itérativement la
fonction MATCH a v et a tous les exemples: on obtient un ensemble de ressem-
blances. A chaque ressemblance r on associe deux régles (r = C) et (r — C.),
une pour chaque classe, que I’on place dans R en prenant soin de ne conserver
qu’une seule occurrence de chaque régle.

Calcul des régles: on compare toutes les ressemblances des régles avec tous
les exemples afin de déterminer le nombre de fois ol les régles sont vérifiées (le
nombre d’exemples recouverts par la ressemblance de la régle (r —+ C) et appar-
tenant & C) et contredits (le nombre d’exemples recouverts par la ressemblance
de la régle (r = C) et n’appartenant pas & C).

Suppression des contradictions: on élimine de R les regles inacceptables
au sens de critéres définis ci-dessous.

Contraction des arguments: on supprime dans R les redondances, c'est-
a-dire toutes les régles (r;, — C) de R telles qu'il existe (r; — C) € R avec
r1 > 72. On ne conserve donc que les régles dont les ressemblances sont les plus

spécifiques.

3. Si MATCH est I'ensemble des généralisations maximalement spécifiques, alors on a dans ce cas
MATCH(e,r) = {r}, et MATCH(e, e} = {e}.
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Acceptabilité des régles

D’apreés le point 3, il est nécessaire de définir un critere d’acceptabilité. Il s’agit
d’un probléme extremement important et difficile & resoudre.

Comme nous 'avons dit précédemment ANNA autorise des contradictions dans le
mécanisme inductif. Par rapport A ce principe, nous pouvens donc considérer qu'une
régle est acceptable si elle remphit deux conditions. Soient n, le nombre d’exemples
de C recouvert par la ressemblance r de la regle (r = C), et n_ le nombre d’exemple
n’appartenant pas & C recouvert par r. On impose:

ny > LMV (Level of Minimal Verification),

n4/n- > LACI (Level of Acceptable Contradiction on Induction),
oit LMV et LACI sont deux seuils définis par l'utilisateur. Le premier critére impose
que la régle se déclenche un nombre suffisant de fois. Le second impose qu’elle soit
«en partie» valide sur 'ensemble d’apprentissage. Typiquement, on prendra LMV=10
exemples et LACI=5 ou 10.

3.4.2 Décision

C'est le mécanisme déductif de la méthode. L'introduction de considérations sur
la fréquence dans la déduction se fait par I'intermédiaire du paramétre LACD (Level
of Acceptable Contradiction on Deduction)

La décision est prise par un vote des régles de R. Le vote de chaque régle est
pondéré par le nombre de fois ol la regle est vérifiée. Le résultat est la classe C; si
une majorité supérieure a LACD se dégage en faveur de C,. Dans le cas contraire, le

programme s'abstient

3.4.3 Apprentissage

Pour apprendre, ANNA applique le processus de décision décrit ci-dessus a tous
les exemples e de E, en considérant que 'ensemble d’apprentissage est E—{e}. ANNA
apprend dans deux directions:

1. L’usager défimit un critére qui permet d’évaluer les performances, par exemple
le nombre d’exemples mal classés. Par une méthode d’amélioration pas a pas,
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ANNA trouve un triplet de valeurs optimales pour (LACL,LMV,LACD) pour
ce critére. Les temps d’exécution interdisent, le plus souvent, cette approche.

2. Ces trois paramétres étant déterminés, ANNA memorise les régles produites par
le processus de décision. Lorsqu’un nouvel exemple v se présente, au lieu d'uti-
liser le processus de décision, ANNA utilise directement les régles apprises. Le
résultat est similaire, mais les temps d’exécution sont considérablement reduits.

3.4.4 Ressemblances et voisinages

Cette section essaie d’établir un lien entre le raisonnement analogique d’ANNA
et le raisonnement employé par les méthodes de voisinage.

Intéressons nous tout d’abord aux ressemblances et plus particuliérement a celles
que 1’on obtient pour le probléme des Digits. Nous savons que r = 10 * 1 % est une
ressemblance entre ¢, = 1001101 et e; = 1100110. Une telle généralisation permet de
calculer la distance de Hamming entre les deux exemples. Considérons la méthode
des noyaux de Parzen. On a V(v) = {e € E tel que d(v,e) < k}. Soient A la distance
de Hamming entre e; et e, (ici, elle vaut 4) et E, I'ensemble des éléments de E plus
spécifiques que r. Posons k = h, alors on a immédiatement E, C V(e;) et E, C V(ez).
Une ressemblance entre v et un exemple e permet donc d’obtenir un sous-ensemble
du voisinage de v sans avoir besoin d’utiliser explicitement une distance
entre e et v. De plus, si une régle associée a cette ressemblance est peu contredite
ce sous-ensemble est pur ou presque pur, il ne contient presque que des éléments

appartenant a la méme classe.

La figure 3.7 va nous permettre de donner une idée intuitive du sous-ensemble
du voisinage que calcule la méthode ANNA. Suivant la direction dans laquelle on
«regarde» on sera plus ou moins exigeant sur le voisinage, 'objectif étant de voir si
dans cette direction on peut trouver une zone pure. Cette méthode s’apparente donc
a la pondération des attributs, mais cette pondération est réalisee, par ANNA, de
manitre locale (autour du point & classer) et en tenant compte des interactions entre

attributs.
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Exemple a _
classer

O Exemples positifs

O Exemples négatifs

FiG. 3.7 -
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3.4.5 Résultats

ANNA a été appliqué a plusieurs domaines:

1. Prédiction de comportement d’une souris étant donne ses comportements anté-
rieurs ({Gascuel, 1985b));

2. Reconnaissance de la classe sémantique de mots médicaux frangais en fonction
de leur morphologie ({Gascuel, 1985b});

3. Reconnaissance de la classe fonctionnelle d’ARNt (acide ribonucléique de trans-
fert) ([Gascuel, 1985a));

4. Apprentissage des liaisons stratégiques en synthese organique [Régin, 1995).

Dans chacun des trois premiers domaines, ANNA a obtenu de bonnes perfor-
mances. De plus les explications données par le programme, ainsi que les connaissances
apprises, ont un sens et une pertinence réels. En ce qui concerne le dernier point, le
systéme classait correctement mais n’a pas fourni d’explications interessantes.

3.4.6 Conclusion

Nous pensons que les hypothéses de base de ANNA sont a la fois générales et
naturelles. Quelque soit le mode de description structurelle, lorsqu’on se situe dans
un environnement qui comporte une part d’incertitude, il est important d’admettre
la contradiction et de mettre en avant des considérations fréquencielles.

L'efficacité de ANNA provient de la fonction MATCH. Pour que le programme
fonctionne, il faut qu’elle donne des ressemblances pertinentes en comparant une
nouvelle description avec un seul exemple, et non un ensemble d’exemples. Si dans
un domaine une telle fonction existe, ANNA est parfaitement adapté, et il n'y a pas
de raison d'utiliser des méthodes combinatoires.

ANNA a donné de bons résultats, cependant elle rencontre des probléemes dans

certaines conditions:

Lorsque les classes sont déséquilibrées, les seuils LACI,LMV et LACD peuvent

apporter de mauvaises explications.



3.4. ANNA : une méthode symbolique-numérique 273

EXEMPLE:

IC,] =20|C_| =100 LACI =3 LMV =1

Régle | le€Cy fe>ri]{leeC. [e2rTi Acceptée/Refusée
1 20 7 | Refusée par LACI
T2 15 6 | Refusée par LACI
r3 16 6 | Refusee par LACI
T4 3 1 | Acceptée
rs 1 4 | Acceptée
e 0 1 | Acceptée

On constate que les régles 74, 75 et rs sont acceptées alors qu’elles expliquent
tres peu d’exemples. Par contre la régle r; qui explique 100% des exemples de
la classe 1 et réfute 93% des exemples de la classe 2 est supprimee.

— Les régles apprises sont systématiquement les plus générales, ce qu1 peut ap-
porter un manque de précision dans les explications.

EXEMPLE:
Regle | le€ Cy /e >l | e €C- /e 21
r 50 15
s 45 10
T3 45 1
T4 12 0

En posant que r; est plus générale que r; si i < j, ANNA va choisir 7, alors que
la régle la plus pertinente est r3 (avec LACI=3 et LMV=1);

- ANNA fonctionne mal dans le cas ol chaque classe n'est pas caracterisable

- Ce sont les regles qui votent, pas les exemples. Un exemple reconnu par plusieurs
ressemblances associées aux régles peut ainsi s’exprimer plusieurs fois et fausser
la décision. Cela est possible car la relation d’appariement n’est pas un ordre
total, aussi deux ressemblances peuvent étre plus generales qu’un exemple sans
qu’elles solent nécessairement liées par la relation >. De plus, faire voter les
régles est en contradiction avec les principes des méthodes de voisinage
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné les principes de I’apprentissage conceptuel
et présenté les méthodes de voisinage et une méthode d’apprentissage symbolique
par ressemblance. Nous avons montré que le principe des méthodes de voisinage
et de ANNA était commun: déterminer le bon voisinage d’'un élément a classer.
ANNA dont le propos était de traiter des données symboliques tout en étant simple,
rapide et efficace comme les méthodes de voisinage et capable d’expliquer les raisons
du classement d’un nouvel élément comme les méthodes d’apprentissage conceptuel,
semble avoir atteint son but puisque ANNA a donné de bons résultats en pratique.
Pour des problémes simples comme le probléme des Digits, il est préférable d’utiliser
ANNA plutdt qu'une méthode de voisinage. Toutefois cette méthode présente de
nombreux défauts quand les problémes deviennent plus complexes (autrement dit
ne sont plus des exemples «jouets*) comme celui auquel nous sommes confrontés.
C’est pourquoi nous avons développé une nouvelle méthode. Elle est présentée dans

le chapitre suivant.
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Chapitre 4

CNN : une méthode conceptuelle

de plus proches voisins

Dans ce chapitre nous présentons la méthode CNN (Conceptual Nearest Neigh-
bour). L’une des différences les plus importantes avec ANNA est que cette nouvelle
méthode a pour objectif de faire voter les exemples comme dans les méthodes de
voisinage. De plus, la phase d’acceptabilité des ressemblances est plus sophistiquée
que celle de ANNA, pour qu’elle fournisse des explications plus pertinentes. En outre,
CNN n’impose pas de connaissances préalables sur les regles a apprendre, a l'inverse
de ANNA qui privilégie les régles les plus spécifiques.

Certains autres principes ne sont pas remis en cause. Deux mécanismes sont tou-
jours mis a la disposition de l'utilisateur, a savoir une mécanisme de décision et un
mécanisme d’apprentissage. Ce dernier est, cependant un peu plus évolué, et il est
possible de le rendre incrémental.

CNN a la capacité de s’adapter & des problémes utilisant des systemes de repre-
sentation complexes. Elle accepte assez bien le bruit, autrement dit des exemples
de V'ensemble d’apprentissage mal classés ou mal décrits, les classes déséquilibrées,
¢’est-a-dire qu'une classe peut contenir beaucoup plus d’exemples qu'une autre.

La présentation qu: va suivre est plus précise que celle que nous avons précédem-
ment faite. En effet, nous essaierons de donner systématiquement des algorithmes.
Toutefois ces derniers ne sont proposés qu'a titre d’exemple et pour permettre une
implémentation facile de notre méthode. Si I'on veut que celle-ci soit plus perfor-
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mante en temps, il faut modifier certains algorithmes afin qu'ils tiennent compte des
spécificités du domaine d’application comme la complexité de la fonction MATCH, de
la relation d’appariement ou encore de la relation >.

Nous commencerons par présenter la recherche des ressemblances symboliques;
nous introduirons alors deux nouvelles méthodes de suppression des regles non per-
tinentes. Puis nous présenterons le processus de décision et une amélioration du
mécanisme d’apprentissage précédemment exposé. Ensuite nous étudierons sur des
problémes tests les performances de notre systéme en les comparant, entre autres, a
celles des méthodes de voisinage. Enfin nous donnerons plusieurs perspectives et nous
conclurons.

Avant tout, nous rappelons quelques convention d’écriture:

« E est ’ensemble d’aprentissage;

. C, et C_ sont respectivement les classes des exemples positifs et négatifs;

« v est un nouvel exemple & classer;

« (r = C) est une régle associant la ressemblance r avec la classe C;

. s > g signifie que la description s est plus spécifique que g;

- A(e, 1) est vrai si 'exemple e est plus spécifique que la ressemblance r et faux

sinon

4.1 Recherche de ressemblances symboliques

La recherche de ressemblances s'apparente au raisonnement par analogie de ANNA.
Nous distinguerons, cette fois, 6 phases:

1. création de la base de ressemblances;
2. pondération des ressemblances;

3. création des régles;

4. évaluation des ragles;

5. organisation des regles;

6. détermination des régles prépondérantes.
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Dans la suite nous allons détailler chacun des points précédents. Cependant nous
attacherons une importance particuli¢re aux points 4 et 6 car ce sont eux qui condi-
tionnent le plus la qualité des résultats fournis par la méthode.

4.1.1 Création de la base des ressemblances

Comme dans ANNA, il faut générer toutes les ressemblances que I'on peut trouver
entre v et les éléments de I’ensemble d’apprentissage. L’algorithme 39 réalise cela.

Algorithme 39 Création de la base de ressemblances.

CREERBASERESSEMBLANCES(i E, v io 5)
pour chaque e € E faire S + SU MATCH(e, /)

Lors de la génération des diverses listes de ressemblances, il apparait de maniere
systématique des ressemblances qui sont dupliquées. Un seul exemplaire par ressem-
blance étant suffisant pour travailler, il est nécessaire de supprimer cette redondance
afin de gagner du temps et de l'espace mémoire.

Au cours de la suppression de cette redondance, il apparait forcément un test
d’égalité entre deux éléments qui peut étre extrémement coliteux en chimie puisqu’on
traite des graphes non nécessairement planaires et que le test d’égalité devient alors
un test d’isomorphisme, qui est un probléme non classé a I’heure actuelle. C'est
pourquoi nous avons choisi d’introduire une fonction de hachage de I'ensemble des
ressemblances dans N, basée sur deux critres qui sont la taille de la ressemblance, et
un code donné 3 chaque ressemblance. Gréce & cette fonction de hachage, une table
de hachage est alors établie dans laquelle les seuls éléments pouvant étre égaux sont
ceux appartenant & la méme cellule (une cellule contenant tous les éléments ayant
la méme valeur pour la fonction de hachage). Nous faisons ’hypothése que chaque
ressemblance a la méme chance d'étre <hachées dans 1'une quelconque des cellules.
Cette hypothése est dite de hachage uniforme simple.

Ainsi, grace A la fonction de hachage, le test d’égalité de deux ressemblances ne
se fera que si la table de hachage indique que les deux ressemblances peuvent étre
identiques (méme taille et méme code}, d’ott un gain de temps appréciable notamment
en chimie car on évitera ainsi des tests trés cotiteux et inutiles.
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4.1.2 Pondération des ressemblances

A chaque ressemblance s est associée une note par classe de I’ensemble d’appren-
tissage qui représente le nombre d’exemples de la classe qui sont reconnus par s.
L’algorithme 40 réalise cela. Pour ne pas recommencer plusieurs fois par la suite les
mémes tests, un tableau, noté reconnait|s, €], mémorise les calculs effectués. A est la
relation d’appariement définie dans le chapitre précédent.

Algorithme 40 Pondération de la base de ressemblances.

PONDERERBASER ESSEMBLANCES(i E, S)
pour chaque s € S faire
noteC4[s] + 0
noteC_[s] + 0
pour chaque e € C, faire
si A(e, s) alors
noteC,[s] « noteC4[s) +1
I_ reconnait(s, €] « vrai
| sinon reconnailfs, ¢] + faux
pour chagque e € C_ faire
si A(e, s) alors
" noteC_|[s] + noteC_[s} +1

reconnait(s, €] « vrai

| sinon reconnait(s, ¢} «+ faux

4.1.3 Création des régles

On peut associer & chaque ressemblance s deux régles: (s — Cy) et (s = C_).
Or s est muni de deux notes, une pour chaque classe. Si I'une de ces deux notes
est plus élevée que 'autre il ne sert & rien d’engendrer une régle en faveur de la
classe pour laquelle la note est la plus faible. Une ressemblance est donc toujours
associée & une regle au plus. Aussi la relation > entre les ressemblances induit une
relation semblable entre les régles. Nous parlerons donc d'une régle plus genérale ou
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plus spécifique qu’une autre. Nous utiliserons également le symbole > pour les régles.
L'algorithme 41 crée la base de régles.

Algorithme 41 Création de la base de régles.

CREERBASEREGLES(i S): ensemble de régles
R«0o
pour chague s € S faire

si noteCy.[s] > noteC_[s] alors

r + CREERREGLE(s,Cy)

| AJOUTER(r, R)

si noteC_{s] > noteC,[s] alors

r «— CREERREGLE(s,C_)

| AJOUTER(r, R)

s

retourner R

4.1.4 Evaluation de la base de régles

Clest ici que 1'on va juger l'importance de chaque régle et cect en fonction des
notes qui lui ont ete attribuée. L'évaluation est trés importante, car elle va entrainer
la suppression de nombreuses régles. Elle réalise ce que nous appellerons le premier
élagage des régles.

L’évaluation des régles doit étre réalisée afin, d’une part, d’éliminer celles qui ne
sont pas acceptables, car pas assez vérifiées (ou trop contredites), et d’autre part, de
permettre de juger de la qualité des régles, et surtout de pouvoir les comparer.

Nous supposerons que l’on veut évaluer une regle (r — C,) associant une res-
semblance avec la classe des exemples positifs. Un raisonnement analogue peut &tre
fait pour les régles en faveur de la classe des exemples négatifs. Notons n,. le nombre
d’exemples cd C plus spécifiques que 7 et n_ ceux de C_ plus spécifiques que 7.
Posons n = ny + n_.

La proportion théorique d’exemples positifs peut étre estimée par p = |IC+/(|C+ 1+
IC-1)-

La proportion d'exemples positifs recouverts par la regle est n /n.
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«Cette proportion differe-t-elle significativement de la proportion théorique p7»

L’approche usuelle pour répondre & cette question consiste & utiliser le test de
Chi-2. Elle n'est pas praticable, ici, en raison de la faiblesse de ’effectif observé. On
peut revenir & un calcul exact basé sur la loi binoémiale. Celui ci conduit & rejeter
I’hypothése nulle, ¢’est-a-dire & considérer que la régle est significative si:

Y Cif(1-p) < a

l'=ﬂ+

ol & est le seuil de confiance (généralement @ = 5 %). Pour le cas particulier de
notre probléme en chimie il est trés difficile d’imaginer que 'estimation de p est
satisfaisante. En effet, nous savons quels sont les exemples positifs (les liaisons créées),
mais les exemples négatifs sont mal définis, et a fortiori la proportion des liaisons qui
pourront étre créées parait bien étre une notion difficile & définir. Cette méthode
n’est donc guére utilisable pour notre application en chimie. Il faut donc envisager
une autre voie

Considérons la fréquence d’erreur de la régle: f = n_/n. Notre objectif est de
déterminer la probabilité d’erreur p, de cette régle et de choisir les régles ayant une
faible proportion d’erreur. L’effectif n étant trés réduit et, de plus, la régle étant
1ssue d'un processus de sélection, estimer la proportion d’erreur par la fréquence
conduit & la fols & une estimation imprécise et biaisée. Aussi nous allons minimiser
une surestimation de la borne supérieure de la probabilité d’erreur, p;. Soit « le seuil
de confiance (généralement 5 %), alors la borne supérieure P; de p, est donnée par
I’équation (voir [Gascuel and Caraux, 1992] pour une présentation plus compléte) :

D Cpd(1-p)" ' =«
7=0

De maniére informelle, cela signifie que P, est la valeur du paramétre de la loi bi-
nomiale qui est telle que f a la probabilité a d’apparaitre. p, est la plus petite
surestimation possible de la borne supérieure pour p. quand le niveau de confiance
est supérieur ouegal 3 1 — a

La valeur P, ne peut pas etre calculée directement et doit étre approximée par
une procédure pas-a-pas. Le calcul est relativement simple puisque le membre gauche
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de I’égalité est une fonction monotone strictement décroissante de Pe. P constitue la
valeur associée 3 une régle. On ne conservera la régle que si cette valeur est inférieure a
un seuil donné. De cette facon, on ne conservera que les régles apportant le minimum
d’erreur pour une explication la plus significative possible du probleme.

On remarquera que cette approche se distingue de la premiére en ce sens qu’elle
ne nécessite pas d’hypothése sur la proportion théorique des classes. Elle s’avere en
pratique tres bien adaptée lorsque cette proportion est voisine de 1/2. Dans le cas o
elle s’en écarte significativement, on est conduit a introduire des nouveaux parametres
de réglage comme nous allons le voir ci-dessous.

Dans la suite nous noterons val(r) la valeur associée a une regle r.

Introduction d’un seuil par classe

Avee un seuil commun a toutes les classes, nous avons constaté, pour les ensembles
d’apprentissage dont le nombre d’exemples présents dans une classe était nettement
plus important que dans I’autre, qu'une erreur de classement était commise systema-
tiquement lorsqu’on voulait classer un élément de la classe la moins nombreuse. En
fait, le systéme choisissait toujours la classe ayant le plus de representants car c’est
ainsi qu'il avait le moins de risque de commettre une erreur

Ezemple: n = 100, 20 éléments dans la classe C,. et 80 dans la classe
C_. Supposons que l'on doive évaluer les deux regles suivantes:

r = (sy = C4) noteCy - 20 noteC_ : 0
9 = (89 = C_) noteC,. : 0 noteC_ : 20

Les valeurs des deux régles seront identiques (elles reconnaissent le
méme nombre d’exemples, seule la classe change), et par consequent on
devra soit les garder toutes les deux, soit les supprimer toutes les deux. Il
est cependant clair qu'il faut garder 7, qui explique la totalité des exemples
de la classe C, et aucun exemple de la classe C_. Par contre r; n'explique
que 25% des exemples de la classe C_ et son sort dépendra de la qualite des
autres regles trouvées. Bien que les bornes supérieures du taux d’erreur,
au sens du critére ci-dessus, soient identiques, leur sort, lui, ne doit pas

’étre.
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Lors de ’évaluation de la base de régles, on n’associe donc plus un seuil unique a
toutes les classes, mais un seuil a chagque classe. Le fait de conserver ou non une
régle dépendra ainsi de la classe qu’elle prédit et du seuil associé a cette classe. Cette
idée permet au systéme d’apprendre méme si une classe est plus facile a
prédire qu’une autre. Par exemple, dans le cas des digits, on se trouve ainsi avec
2 seuils, un pour les régles qui ont tendance & prédire la classe des éléments pairs,
l’autre pour celles qui prédisent la classe des impairs, cette derniére étant beaucoup
plus facile & apprendre.

L’évaluation de la base de ressemblance se fait donc simplement en associant
a chaque régle la borne supérieure de son taux d’erreur, puis en supprimant celles
dont cette valeur est supérieur au seuil de la classe qu’elle prédit (cf. algorithme 42).
Deux nouveaux parametres sont introduits: seu:lC, et seutlC_. Ils correspondent
respectivement a la valeur maximale de la borne supérieure du taux d’erreur des

régles en faveur de la classe C et la classe C_

Algorithme 42 Evaluation de la base de régles.

EVALUERBASEREGLES(io R,i seullCy, seuilC_)
pour chaque r € R faire
valeur(r] - CALCULERTAUXERREUR(r)
si valeurfr] > seuilC.,. et C = C; alors SUPPRIMER(r, R)
si valeurfr] > seuilC_ et C = C_ alors SUPPRIMER(r, R)

4.1.5 Organisation de la base de regles

La base de régles, apres le premier élagage, est organisée selon la relation >. Nous
rappelons que r, = (s = C) > r, = (s = C) ssi s; > s,. Pour ne pas répéter
certains calculs on détermine la fermeture transitive de cette relation (cf. algorithme
43).

Une nouvelle structure de données est introduite. Il s’agit d’une matrice carrée
ayant autant de lignes que la base de régles contient de ressemblances différentes,
elle est notée plusGénéral. Si la ressemblance de la regle r; est plus générale que
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celle de la régle r; alors plusGénéralfi, j] = 1. Cette matrice n'est évidemment pas
symétrique.

Algorithme 43 Organisation de la base de réegles

ORGANISERBASEREGLES(i R)
pour chaque r; € R faire
pour chaque r; € R tel qgue 1 < j faire
sir; 2 r; alors
plusGénéralj,i] = 1
| plusGénéralli,j] =0
ir; >r; alors
plusGénéralfj, i) =0
| plusGéneérali,j] =1

4.1.6 Détermination des régles prépondérantes

Nous rappelons, car c’est trés important dans cette étape, que notre but est de
faire voter les exemples et non plus les régles. Cette phase va procéder a un se-
cond élagage des régles. Nous rappelons qu'une régle r = (s — C) reconnait un
exemple e s1 'on a A(e, s), ou1 A est la relation d’appariement définie dans le chapitre
précédent. Nous écrirons E, 1’ensemble des exemples reconnus par une régle r.

Avant cette étape, R est constitué des régles qui ont été considérées comme ac-
ceptables. R peut étre partitionné en deux sous-ensembles. Le premier, R, contient
les régles en faveur de la classe C., tandis que le second, R_, contient celles en faveur
de C_. Comme R est organisé selon une hiérarchie définie par la relation >, nous
pouvons considérer que nous sommes en présence de deux hiérarchies, I’une pour R,
et I’autre pour R_. Nous allons travailler sur chacune de ces hiérarchies. Les principes
exprimés pour I’'une reste valable pour 'autre.

Considérons une de ces hiérarchies et appelons r* la (ou les) regle dont la valeur
associée, au sens du critére défini dans la section précédente, est la plus faible. Au-
trement dit telles qu’il n'existe pas de régles r avec val(r) < val(r*). 1l est légitime
qu’elle participe au classement de v
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G / Recouvrent R, donc c’est

e comme St on ne tenait pas

N
N
O\

\\ Apportent plus d’erreurs
oS que R car val(S) > val(R)

Fi1G. 4.1 - Suppressions dans la hiérarchie des régles. Un arc de s vers g indigue que
la ressembalnce associée a s est plus spécifique que celle associée 4 g.

Nous pouvons affirmer que les régles plus spécifiques que r* sont redondantes.
En effet, pour toute régle s plus spécifique que r* on a: E, C E,.. Aussi, ces réegles
n’apporterons aucun votant supplémentaire. De plus, elles ont des valeurs inférieures
a celle de r°.

Intéressons nous maintenant aux régles plus générales que r*. Si 'une de ces
régles (notée g) participe au classement de v alors elle aménera plus de votants que
r* puisque E,. C E,. r* devient redondant par rapport a g, ce qui n’est pas logique
puisque val(r*) est inférieure & val(g). Les régles plus générales que r* ne doivent
donc pas participer au classement de v.

A partir de considérations logiques, nous pouvons proposer une premiére méthode
pour déterminer les régles prépondérantes. Elle consiste a choisir tout d’abord la regle
r* ayant le plus petit taux d’erreur puis @ supprimer les régles plus générales
ou plus spécifigues que celle choisie. Ensuite on repete ce processus avec celles qui
restent jusqu'a epuisement des reégles. La figure 4.1 résume ce mecanisme.

Cependant, ce raisonnement n’est pas suffisant, comme nous allons maintenant le
voir. L’inconvénient de ne supprimer que les régles plus spécifiques ou plus générales
que 7* est mis en évidence dans 'exemple donneé en figure 4.2.
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G\
S1 S2
val(S1) < val(G) < val(§2)

FIG. 4.2 - Probléme lié d la suppression des régles plus générales.

GI G2
S
val(G1) < val(S) < val(G2)

F1G. 4.3 - Probléme lié a la suppression des régles plus spécifiques.

Par rapport a cette hiérarchie, r* est égal 4 S1, car la valeur associée a S1 est la
plus petite. D’aprés le mécanisme que nous venons d’exposer, G qui est une générali-
sation de S1 doit tre supprimé. Il ne reste ensuite que S2. La suppression de regles
apres le choix de S1 est terminée. La prochaine régle que I'on choisira est S2. Aprés
ce choix le processus s’arréte puisqu’il ne reste plus de régles. On aura ainsi comme
ressemblances explicatives les régles S1 et S2 alors que I’on ne devrait avoir que S1.
En effet, si on devait avoir 52, on choisirait plutét G qui est plus générale que S2 et
dont la valeur est meilleure, mais S1 étant meilleure que G, on ne devrait choisir que
S1.

Une erreur similaire survient également lorsque deux régles sont plus générales
qu’une troisiéme (cf figure 4.3).

Selon la configuration de la hiérarchie des régles, la suppression uniquement des
regles plus spécifiques ou plus générales que r fait donc apparaitre des regles qui
auraient di disparaitre.

Dans un cas plus général, la hiérarchie des régles peut avoir une allure semblable
a celle donnée en figure 4.4.

Les regles retenues sont: S1, S2 et 53. Mais 52 étant moins bonne que G1 qui
elle n’a pas été retenue, S2 ne doit pas I'étre non plus. Les régles qu’il faut retenir
sont donc S1 et S3.

En fait, on ne doit plus éliminer & chaque étape les régles plus spécifiques ou
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<<
I// \/ \\I avecX —=> Y
signifiant val(X) < val(Y)
et X plus specifique que Y

St S12

F1G. 4.4 - Ezemple de hiérarchie de régles.

plus générales qu’une régle choisie. Désormais, nous allons éliminer de maniére
globale toutes les régles qui possédent un ascendant ou un descendant gqui
posséde une meilleure valeur qu’elle. Les régles restantes constitueront notre
nouvel ensemble R.

Ce mécanisme doit étre implémenté avec précaution. La présence d’un ascendant
ou d’'un descendant doit étre réalisé par rapport a I’ensemble de toutes les régles au
moment de I’appel de cette fonction. L’algorithme DETERMINERR EGLESPREPONDE-
RANTES propose une implementation possible de ce nouveau mécanisme d’élimina-

tion.

4.2 Processus de décision

Il s’agit simplement de faire voter les exemples reconnus par I’ensemble des régles
prépondérantes. Cette décision se fera de la fagon suivante : on comptabilise le nombre
n. d’exemples de chaque classe ¢, reconnu par au moins une reégle r de R. La classe
choisie sera celle dont la valeur n, est la plus élevée. S'il n'existe pas de telle classe,
le systeme répondra qu’il ne peut pas prendre de décision. A I'inverse de ANNA, ce
ne sont donc pas les régles qui votent, mais les exemples reconnus par ces regles. De
plus un exemple ne vote qu’une seule fois.

L’algorithme 45 propose une implémentation possible pour le classement d’un

nouvel exemple.
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Algorithme 44 Détermination des régles prépondérantes.

DETERMINERREGLESPREPONDERANTES(io R)
Vr; € R : supprimeli] « faux
pour chagque r; = (s; = C,) € R faire

pour chague r; = (s; = C,) € R tant que —supprimeli] faire
si plusGénéralli, j] ou plusGénéral[j,i] alors

[ | si valeur[s] > valeur(j] alors supprimeli] + vrai

pour chague r; = (s; = C_) € R faire

pour chague rj = (s; & C.) € R tant que —supprimeli] faire
si plusGénéralli, j] ou plusGénérallj,i] alors

[ L si valeur(i] > valeur(j] alors supprimeli] « vrai

pour chague r; € R faire
| si supprime[i] alors SUPPRIMER(r,, R)

4.3 Apprentissage

Pour apprendre, le systéme va tenter de reclasser correctement tous les exemples
de ’ensemble d’apprentissage. Pour ce faire, il va raisonner non plus sur I'ensemble de
régles R, constitué des régles obtenues & partir des ressemblances entre un exemple e
et chaque élément de E, comme l'aurait fait le processus de décision, mais plutét sur
|'union de ces ensembles pour tous les exemples de E. Les élements de cette base sont
ensuite pondérés puis évalués. Apres, le premier élagage consistant & supprimer les
régles apportant trop d’erreurs est réalisé. On ne peut pas immédiatement appliquer
le second élagage, qui ne conserve que les régles prépondérantes parmi celles restant
apres le premier élagage, car toutes les régles ainsi obtenues ne reconnaissent pas
nécessairement tous les exemples de E. En effet, comme le second élagage est essen-
tiellement basé sur les valeurs des régles, nous pourrions perdre une régle expliquant
trés bien un exemple pour une autre plus spécifique ou plus générale ayant une valeur
meilleure mais ne reconnaissant plus notre exemple.

Ezemple : prenons le probléme des digits. Supposons que I’exemple
reclasser soit 1011011 et que le systéme posséde deux régles r; = (1 *
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Algorithme 45 Classement d’un nouvel exemple.

CLASSEREXEMPLE(i E, R): classe

voteC,y + 0

pour chaque e € C; faire
vote + faux
pour chaque r = (s = C,) € R tant que -vote faire

si reconnait|r, e] alors

voteC. + voteCy +1
I. vote + vrai

voteC_ + 0
pour chagque e € C_ faire
vote + faux
pour chaque r = (s =& C_) € R tant que —wote faire
si reconnait|s, €] alors
voteC_ « voteC_ +1
L vote + vrai

si voteCy > voteC_ alors retourner C,
si voteC_ > voteC, alors retourner C._
retourner indécision
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%1011 — C) et 73 = (11 * 1011 — C) ayant respectivement pour valeur
0,30 et 0,29. rp sera conservée car elle a la meilleure valeur, et r; sera
supprimée puisqu’elle est plus générale. Or ro ne reconnait pas e. Par
conséquent r; ne peut pas expliquer e.

On ne peut donc pas dissocier le deuxiéme type d’élagage des exemples & reclasser.
On considérera chacun des exemples de E au travers de la procédure suivante. Pour
chaque exemple e, la fonction qui détermine les régles prépondérantes est appelée sur
'ensemble des régles dont la ressemblance reconnait e. Ensuite, on va appliquer la
procédure de classement & e. Si e est bien reclassé par le systéme, alors 1’ensemble
des régles expliquant son classement est ajouté & ’ensemble des régles explicatives
du systéme. Par contre si I’exemple est mal classé, on ne procéde 4 aucun ajout. Cela
ne veut pas dire que ces régles reconnaissant e ne doivent pas figurer dans la base
des régles explicatives, cela signifie seulement que si elles doivent étre présentes, elles
seront apportées par un autre exemple qui lui sera bien classé.

En répétant ce processus pour tous les exemples de F, le systéme peut fournir &
I'utilisateur I’ensemble des régles expliquant le concept 4 apprendre.

L’algorithme 46 détaille ce mécanisme d’apprentissage.

Le classement d’un nouvel exemple v aprés le processus d'apprentissage se fait &
partir des régles explicatives qui reconnaissent v. On détermine celles qui sont prépon-
dérantes puis on fait voter les exemples. L'algorithme 47 propose une implémentation
de ce classement.

Cette approche globale présente de nombreux avantages .

- Beaucoup plus de régles sont engendrées, on a donc beaucoup plus de chance
d'introduire des regles intermédiaires pertinentes qui autrement n'auraient pas
été présentes. On peut espérer trouver ainsi les meilleures regles

- On évite de répéter plusieurs fois les mémes calculs. Il est moins coitteux de faire
le premier élagage sur |’ensemble des régles issu de la comparaison de tous les
exemples entre eux que de réaliser cet élagage sur I’ensemble des régles obtenu

pour chaque exemple.

~ 1l est possible d’interrompre la recherche de nouvelles ressemblances si les der-

niéres tentatives n’en ont pas amenées.
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Algorithme 46 CNN: une nouvelle méthode d’apprentissage.

APPRENTISSAGE(i E, seuilC.., seuilC_): ensemble de régles
Se—o
pour chaque e € E faire CREERBASERESSEMBLANCES(E — {e}, e, §)
PONDERERBASERESSEMBLANCES(E, 5)
R « CREERBASEREGLES(S)
EVALUERBASEREGLES(R, seuilC.., seuilC_)
ORGANISERBASEREGLES(R)
Rezplic - @
pour chaque e € E faire
R+~ @
pour chague r = (s = C) € R faire
| si reconnait(s, e] alors AJOUTER(r, R,)
DETERMINERREGLESPREPONDERANTES(R,)
cl +- CLASSEREXEMPLE(E — {e}, R.)
| si la classe de e est ¢l alors Rezptic ¢+~ Rezpiic UR,
retourner Rezpiic

Algorithme 47 Classement d’un nouvel élément & partir des régles apprises.

CLASSEREXEMPLEAPARTIRRESSEMBLANCES(i E, seuilC,, seuilC_) : classe
pour chaque r = (3 = C) € Regpii, faire
| si A(v,s) alors AJOUTER(r, R,)
DETERMINERREGLESPREPONDERANTES(R,)
retourner CLASSEREXEMPLE(E, R,)
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~ L'utilisation du mécanisme d’apprentissage plutét que celui de la décision per-
met d’affiner le traitement de I'indécision et d’apprendre la négation d’un concept.

Le dernier point mérite d’étre approfondi, et nous le ferons ci-dessous. Néanmoins
cette procédure d’apprentissage a un inconvénient qui doit étre signalé: dans le cas
de probléme de trés grande dimension, il n'est pas évident que cette procédure d’ap-
prentissage puisse simplement etre mise en oeuvre, pour de simples raisons de temps
de calcul. La procédure de décision peut néanmoins rester applicable dans de tels cas.

Traitement de 1’'indécision

Lors du choix de la classe d’un nouvel élément, deux cas peuvent se présenter:

- Soit une classe a une note supérieure a celle de 'autre classe pour ’exemple
considéré et on peut prendre une décision.

— Soit les notes sont nulles et le systeme ne sait pas ot classer 'exemple et par

conséquent ne prend pas de décision.

Dans le premier cas, la décision qui s'impose, bien entendu, est de choisir la classe
ayant la meilleure note.

Dans le second cas, plutot que de s’intéresser uniquement a la description de
I’exemple, on s’intéresse également a la description que 1’on a des classes, par l'inter-
médiaire des régles explicatives du phénomene étudie. On cherche quelle est la classe
pour laguelle on posséde le moins d’explications: c'est celle possédant le plus d’élé-
ments n'étant pas reconnus par au moins une des régles explicatives. En effet, si la
quasi-totalité des exemples d’une classe C est reconnue par au moins une des régies,
il est fort peu probable qu'un exemple non reconnu par ces memes regles appartienne
a C. La classe ainsi choisie sera alors la classe par défaut.

Ezemple: Soient deux classes C et C_, Rezpiic 'ensemble des regles ex-
plicatives. Supposons que 80% des éléments de C,. soient plus spécifiques
qu’au moins une régle de R.zpi;c contre 40% pour C._..

On peut donc dire que 80% des exemples de C.. et 40% des exemples
de C_ sont expliqués par R zpiic. Soit ¥ un nouvel élément qui n’a pas dans
Rezpiic de régles le reconnaissant. On sait que dans Cy, 20% des élements
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ne sont pas expliqués par Repi;c contre 60% & C_. Il est donc légitime de
considérer que la description de v corresponde & celle d’un élément non
expliqué de C_, plut6t qu’a celle d’un de C,. v sera donc assimilé & un
élément de la classe C_. Le systeme aura levé 1'indécision.

Ceci fonctionne d’autant mieux que le contenu des classes est extremement dif-
férent. Si une classe C,. représente les exemples possédant une propriété définie, et
l'autre C_ les exemples qui ne possédent pas cette propriété, on mettra le seuil de
C_ a4 0 afin de ne rien apprendre sur C_. On obtiendra ainsi des explications ne
concernant que C et la régle explicative de C_ sera la négation de la conjonction
des regles expliquant C... On peut ainsi apprendre la négation d’un concept.

4.4 Complexité

Appelons ry, le nombre moyen de ressemblances entre deux exemples. n est le
nombre d’exemples de 1’ensemble d’apprentissage. C)s désigne la complexite de la
fonction MATCH pour trouver une ressemblance entre deux exemples. C4 représente
la complexité de la fonction permettant de savoir si une ressemblance est plus génerale
qu'un exemple ou bien de comparer deux ressemblances. Nous négligerons le coiit de
la fonction CALCULERTAUXERREUR.

4.4.1 Processus de décision

- La complexité de la fonction CREERBASERESSEMBLANCES est en O(nr,Cha).
On peut considérer que I'élimination des doubles se fait en O(nry, lognry,Cy).

La complexité de la fonction PONDERERBASERESSEMBLANCES est au plus en
O{n?r,,Cy)

— La fonction CREERBASEREGLES a une complexité de I’ordre de O(nry)
- La complexité de la fonction ORGANISERBASEREGLES est en O(n*r2 Cy).

- La complexité de la fonction DETERMINERR EGLESPREPONDERANTES est en
O(n?r?).
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— La fonction CLASSEREXEMPLE a une complexité de I'ordre de O(n?r,,).

La complexité du processus de décision est en O(nrmCps + n?r2,C,).

4.4.2 Apprentissage

Dans le pire des cas, la phase d'apprentissage répéte le processus de décision
pour tous les exemples de I’ensemble d’apprentissage. Sa complexité est donc en
O(n x (nrmChu + n®r2,Cy)).

Ces complexités sont assez élevées. Cependant, le nombre d’application de la fonc-
tion MATCH et des fonctions permettant de comparer deux ressemblances et une
ressemblance avec un exemple, reste polynomial sur le nombre d’exemples.

4.5 Résultats pour des problémes tests

Nous avons utilisé deux problémes tests: le probléme des digits et celui des Monks
(voir plus loin). Le probléme des digits admet de nombreuses variations qui per-
mettent de simuler des problémes réels ayant des caractéristiques trés différentes. Le
problémes des Monks est un benchmark classique de I’apprentissage et on connait les
résultats de nombreuses méthodes.

Pour tous les tests effectués avec CNN, nous avons utilisé un seuil par classe,
et une classe par défaut. Aprés de nombreuses expérimentations, il est apparu que
chaque probléme possédait une zone de seuils, représentant les minima globaux pour
le taux d’erreur de classement d’un élément a partir des régles apprises. Cette zone
étant assez «grande» et s'apparentant a une sorte de «cuvette», il existe de grandes
chances de trouver ces minima. On peut cependant différencier les paires de seuils
appartenant A la zone des minima grace aux régles qu'’ils produisent. En effet, pour
un taux d’erreur identique, il vaut mieux choisir la paire conduisant 4 un nombre de
regles explicatives minimum car ces régles correspondent & des explications concises
et efficaces du phénomeéne étudié.
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i, . CLASSE PAR DEFAUT : PAIRS
........ &= :DOITETRE ABSENT

E «me» : DOIT ETRE PRESENT

o &1 . INDIFFERENT

IMPAIRS IMPAIRS

F1G. 4.5 - Régles des Drgits a 7 bits avec classes équilibrées.

4.5.1 Probleme des digits

Nous avons comparé les résultats fournis par CNN avec ceux obtenus avec les

méthodes de voisinages.

Digits a 7bits et classes équilibrées

L’ensemble d’apprentissage posséde 300 éléments alors que celui de test en posséde
1000. Dans ces deux ensembles, il y a autant d'éléments pairs que d'impairs.

Les exemples sont bruités & 10%. Il s’agit du cas le plus simple & étudier pour
le probleme des digits. Quelle que soit la méthode employée, on obtient de bons
résultats.

Les noyaux de Parzen font environ 6% d’erreur (avec une distance maximale de
1). Ces erreurs sont diies au bruit qui transforme souvent un 9 en un 8, par exemple.

Les noyaux de Parzen pondérés obtiennent des résultats proches {moins de 9%
d'erreurs). On peut utiliser ainsi un ensemble d’apprentissage possédant beaucoup
moins d’éléments (66) tout en conservant d'excellents résultats. Les erreurs sont du
méme type que celles de la version non pondérée.

CNN fournit également de trés bons résultats (environ 10% d’erreur) mais surtout
donne des régles explicatives pertinentes.. La figure 4.5 indique les regles trouvées

Digits & 7bits et classes déséquilibrées

Les ensembles d’apprentissage et de tests possédent autant d’éléments que pour les
classes équilibrées, mais 1’ensemble d’apprentissage posséde plus d’éléments impairs
que pairs (80% d’impairs et 20 % de pairs).

Le probléme principal des classes déséquilibrées est qu’en classant systématique-
ment chaque élément dans la classe la plus importante, le systeme fera peu d’erreur
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...............

oo A oo A CLASSE PAR DEFAUT . PAIRS
' P | ' S & : DOIT ETRE ABSENT

r‘ E‘ Er ' = : DOIT ETRE PRESENT
VI RN o - . S INDIFFERENT

IMPAIRS iMPAIRS  IMPAIRS IMPAIRS

F1G. 4.6 - Régles des Digits @ 7 bits avec classes déséquilibrées

en général (entre 20 et 25% d’erreurs), mais se trompera systématiquement sur la
classe la plus faible . C’est ce qui ce passe pour les méthodes de voisinage. De plus
ces méthodes apportent beaucoup d’indécision (environ 30%) que l'on peut lever en
partie avec la pondération, mais en accentuant encore plus les erreurs (plus 25%).

Par contre, CNN a des performances quasi-similaires a celles réalisée avec des
classes équilibrées (entre 8 et 12% d’erreur), avec des erreurs toujours dies au bruit.
Le déséquilibre effectué est en faveur de la classe des chiffres impairs, et on constate
que les régles fournies ne concernent que cette classe. La figure 4.6 indique les régles
obtenues.

Digits a 7bits et classe sire

La classe dont on connait avec précision les représentants est celle des pairs. La
classe des impairs contenant tous les éléments que 1'on peut obtenir avec 7 bits. I! y
a 20% d’exemples pairs et 80% d’exemples impairs.

En ce qui concerne les noyaux de Parzen, leur comportement est le méme que
pour les classes déséquilibrées. Les erreurs observées sont également du meme ordre.

CNN donne aussi des résultats similaires aux précédents, mais les réegles produites
sont extrémement différentes (figure 4.7). On constate notamment qu’elles ont ten-
dance a expliquer la classe des pairs, contrairement aux cas precédents. Il apparait
également que les chiffres 4, 5, et 9 sont reconnus par les mémes régles, donc leur
classement sera le méme et il dépendra surtout de la qualité des exemples votant
(la plupart du temps, ils sont considérés comme impairs, et il y a donc une erreur
systématique sur le 4).
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CLASSE PAR DEFAUT : IMPAIRS
<™  :DOIT ETRE ABSENT
4D :DOIT ETRE PRESENT

eenee : INDIFFERENT

PAIRS  PAIRS PAIRS PAIRS IMPAIRS

F1G. 4.7 - Reégles des Digits & 7 bits avec classes stire.

4.5.2 Les problemes des Monks

Ce sont des benchmarks trés répandus et trés utilisés. Les instances des en-
sembles d’apprentissage et de test sont disponibles chez Sebastian Thrun (School
of Computer Science, Carnegie Mellon University, Pittsburgh, PA 14213, USA e-
mail:thrun@cs.cmu.edu). De nombreuses méthodes ont été testées sur ces problémes.
Une preésentation de ces méthodes et les résultats qu’elles obtiennent sont disponibles
dans [Thrun et al., 1991]. Ces problémes sont liés & des «robotss décrits par six
attributs:

Attribut Valeurs possibles

z;: forme de la téte rond, carré, octogone
Zy: forme du corps rond, carré, octogone
Z3: souriant oul, non

T4: objet porté épée, ballon, drapeau
z5: couleur de la veste | rouge, jaune, vert, bleu
zg: porte une cravate | oul, non

Il s’agit de problémes de classification binaire. Chaque probléme est donné par la
description logique d’une des classes. Chaque robot appartient ou non & cette classe,
mais plutdt que de fournir une description compléte de la classe comme ensemble
d’apprentissage, on ne donne qu’un sous-ensemble des 432 robots possibles (avec leur
classe d'appartenance). Le but est de retrouver la description initiale et de classer
correctement les robots présents dans les ensembles de test. Nous ne nous intéresserons
qu’aux probléemes Monk-1 et Monk-3.

- Probléme MONK-1:
concept: (z) = z,) ou (z5 = rouge)
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La forme de la téte doit étre la meme que celle du corps ou la veste doit étre
rouge. Sur les 432 possibles, 124 sont utilisés pour I'apprentissage. Il n'y a pas
d’erreur de classement dans les exemples, soit aucun bruit.

- Probléme MONK-3:
concept: (s = vert et z; = épée) ou (z5 # bleu et z, # octogone)
La veste doit étre rouge et le robot doit porter une épée, ou, la veste n’est pas
bleue et le corps n’est pas octogonal. On dispose de 122 exemples dont 5% sont

mal classés.

Le tableau suivant résume l'ensemble des résultats de diverses méthodes pour le
probléme des Monks. La méthode AQ-15 est une méthode descendante. ID-3 est une
méthode basée sur les arbres de déciston. Backpropagation et Cascade sont basées sur
des réseaux neuronaux. Dans ce tableau: «Négation» ou «Neg» signifie que le systéme
a appris la négation du concept, «Bonnes» veut dire que le systéme a fourni des régles
concises et intéressante, «Mauvaises» représente un ensemble de régles apprises beau-
coup trop important et inexploitable, «except» exprime que le systéme a considéré
que certains exemples étaient des exceptions, «Matrice» indique que les résultats sont
fournis sous la forme d’une matrice et n’ont donc aucun pouvoir explicatif.

Méthode | Monk-1 | Monk-3 | Réglesl Reégles3

CNN 100% | 97.2% | Bonnes Négation
AQ17-DCI | 100% | 94.2% | Bonnes
AQ17-HCI | 100% | 100% | Mauvaises | Neg -+ except
AQ15-GA | 100% 100% Neg + except
ID3 98.6% | 94.4%
Backprop. | 100% | 93.1% | Matrice Matrice
Cascade 100% | 97.2%

AQ: K. De Jong, R.S. Michalski et al.

ID3: J. Kreuziger, R. Hamann et W. Wensel
Backpropagation: S. Thrun

Cascade corrélation: S. Fahlman
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MONK-1

CNN reclasse correctement 100% des éléments dans ce probléme. De plus les régles
trouvées correspondent a celles demandées, 4 savoir:
(téte ronde ET corps rond) OU (téte carrée ET corps carré) QU (téte octogonale ET
corps octogonal) QU (veste rouge).

Si un élément est reconnu par cette ressemblance, alors il appartient a la classe
de robots désirée.

MONK-3

CNN reclasse correctement 97,2% des éléments dans ce probléme. Cependant les
regles qu’elle obtient ne concerne pas le concept que l'on veut apprendre, mais sa
négation. Les régles obtenues sont les suivantes: (corps octogonal), (veste bleue),
(corps octogonal et non souriant). Si un robot vérifie une de ces trois régles, il vérifie
la negation du concept & apprendre.

Les résultats de notre systéme sont donc comparables aux meilleurs obtenus jus-

u’a présent,
p

4.6 Perspectives

La méthode actuelle fonctionne bien pour des problémes tests!, mais elle pourrait
étre développée dans plusieurs directions:

— Lorsque deux régles en faveur d’une méme classe ont des valeurs trés proches et
qu’elles sont liées par la relation >, le systéme conserve actuellement celle dont
la valeur est minimale. Cependant ces valeurs ne sont que des estimations de la
borne supérieure de leur taux d’erreur respectif, ce qui signifie que le classement
de leur taux d’erreur réel pourrait inverser le choix du systéme dans le cas de
telles régles. Il serait donc intéressant d’étudier le comportement de la méthode
si on choisissait de conserver les deux régles ou de ne conserver que la plus
générale des deux.

1. Nous verrons dans le chapitre 6 qu'elle donne de trés bons resultats en chimie.
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- Lorsqu’on détermine toutes les ressemblances existantes entre les éléments de
’ensemble d’apprentissage, il est fort possible de ne pas découvrir une ressem-
blance primordiale. En effet, les exemples utilisés peuvent trés bien en genérer
qui soient plus spécifiques ou plus générales que cette ressemblance sans jamais
la générer. On pourrait donc faire subir des perturbations aux ressemblances
découvertes ou les recombiner afin d’obtenir de meilleures explications

- Lors du choix de la classe par défaut, on s’intéresse au nombre d’exemples de
chaque classe dont la description est reconnue par au moins une des régles de
I’ensemble des régles explicatives. Cependant si 20% des exemples d’une classe
sont reconnus par au moins une régle, contre 21% pour l’autre, on ne peut pas
décemment choisir une classe par défaut. D’une maniére générale, il faudrait
cerner les cas ol ’on peut déterminer une classe par défaut

- La conservation ou la suppression d’une régle dépend de I’estimation de la borne
supérieure de son taux d’erreur, et de la valeur maximale que I'expert accepte
pour cette estimation (le seuil). Or il existe une combinaison des seuils des dif-
férentes classes permettant d’obtenir une classification optimale des éléments
tout en conservant de bonnes explications. On pourrait donc essayer de faire dé-
couvrir les valeurs de ces seuils par le systéme en utilisant davantage le contenu

de I'’ensemble d’apprentissage.

~ Enfin, il doit étre relativement aise d’étendre cette méthode, qui pour l'instant
ne travaille que sur deux classes, & un apprentissage multi-classes.

4.7 Conclusion

Dans les domaines qui ont servi d’appui au développement de notre méthode CNN,
celle-c1 est apparue efficace. Elle classe bien des éléments n’étant pas présents dans
I’ensemble d'apprentissage, et surtout elle fournit des regles pertinentes pour décrire
les concepts appris. Elle reste cependant perfectible, notamment en déterminant au-
tomatiquement les seuils, et extensible en ajoutant d’autres types de ressemblances
détectables, et en I'appliquant & I'apprentissage multi-classes.
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Contrairement 3 ANNA, les explications ne sont pas nécessairement les plus géné-
rales, mais celles dont les performances sont les plus élevées et ne présentant pas de
redondance. Cela signifie que parmi les régles découvertes, on ne conserve que celles
qui sont suffisamment générales pour expliquer un maximum d’exemples positifs, et
qui sont suffisamment spécifiques pour réfuter un maximum d’exemples négatifs. De
plus il est possible d’apprendre la négation d'un concept si elle est «plus simple» que
le concept lui méme. En effet, il suffit de fixer a 0 le seuil de la classe C qui représente
la négation du concept, de fagon a ne pas conserver de régles prédisant C. La qualité
des régles concernant ’autre classe dépendra ensuite de la valeur de son seuil.
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Chapitre 5
Modélisation du probleme

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une méthode d’apprentissage trés
générale. Pour fonctionner celle-ci nécessite:

un ensemble d’apprentissage constitué d’exemples vérifiant le concept et d’exemples

ne le vérifiant pas;

un langage de description des exemples et des genéralisations;

un mécanisme de généralisation (la fonction MATCH);

une relation d’appariement (les fonctions A et >)

Ce chapitre présente comment nous avons introduit ces 4 notions pour le probleme
de 'apprentissage des liaisons stratégiques en synthése organique.

Nous présenterons donc tout d’abord la construction de ’ensemble d’apprentis-
sage, nous discuterons alors des problémes que nous avons rencontrés pendant la
modélisation. Puis nous détaillerons le langage de description des exemples. Cela
nous permettra ensuite d’introduire le mécanisme de generalisation et la relation
d’appariement. Enfin nous conclurons.

5.1 Construction de ’ensemble d’apprentissage

L’ensemble d'apprentissage est construit & partir de reactions fournies par ORAC
et choisies par un expert en synthese organique (Claude Laurengo). Les produits for-
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Liaison créée au cours d’un synthése

FIG. 5.1 - Un exemple de molécule créée par une synthése

més (c’est-a-dire des molécules) par chaque reaction ainsi que les haisons créées ont
été isolés. Ils sont donnés en annexe. Chaque licison non aromatique entre
deux carbones de chaque produit formé constitue, avec son environne-
ment, un exemple. Ainsi, pour la molécule présentée en figure 5.1, nous obtiendrons
5 exemples puisqu’elle contient 5 liaisons non aromatiques entre deux carbones. Un
exemple est donc totalement défini par une molécule et une liaison de cette molécule.

Un exemple est positif si la liaison qu'il référence a été créée par la reaction.
Dans le cas contraire il est négatif. Dans 'exemple précédent, la liaison en pointillee
avec son environnement est un exemple positif. Toutes les autres liaisons avec leur
environnement sont des exemples négatifs.

Par conséquent, si I’on dispose de n molécules et si m; représente le nombre de
liaisons C-C d’une molécule i alors on aura Y[, m; exemples. Et si pour chaque
molécule ¢ on a [; liaisons créées par la réaction ayant formé la molécule, alors on
aura %, I; exemples positifs et 5, m; — I; exemples négatifs.

Il est trés important de noter que I’ensemble d’apprentissage n’est pas construit
3 partir de toutes les synthéses permettant de créer une molécule donnée. On ne dis-
pose, en effet, dans ce domaine, que de connaissances partielles. Aussi, il est tout & fait
possible qu'une liaison avec son environnement soit considérée comme un exemple ne-
gatif alors qu'il existe une synthése réalisable la créant. L’ensemble d’apprentissage tel
que nous 1’avons construit est donc trés particulier. Il présente deux caractéristiques
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assez inhabituelles:

1. Les classes sont trées déséquilibrées puisqu’une synthése crée, en général, une
seule liaison dans une molécule. 11 y a dans la base environ 7 exemples négatifs

pour 1 exemple positif.

2. La connaissance & l'intérieur de la classe des exemples négatifs est trés incer-
taine. On peut assurer qu'un exemple positif représente toujours une liaison
stratégique avec son environnement. Par contre, il est impossible de garantir
qu’un exemple négatif ne vérifie pas le concept & apprendre. En fait la classe
des exemples négatifs regroupe tous les éléments dont on ne connait pas le
rapport avec le concept & apprendre. Cette classe est donc fortement bruitée.
Nous retrouvons 14 le troisitme cas de figure envisagé pour les digits, ou la
classe positive contenait les chiffres pairs, et la classe négative n’importe quelle

description.

5.2 Description des exemples

Une molécule se représente «natureliement» par une description structurelle. En
effet une molécule peut étre vue comme un graphe, non orienté et connexe, dont les
sommets et les arétes sont étiquetés®. Aussi un exemple est entidrement déterminé
par la donnée de ce graphe et par la mise en évidence d’une aréte de ce dernter. Dans

la suite nous noterons (G, !) un exemple.
Les etiquettes des sommets et des arétes permettent I'introduction de connais-

sances de la synthese en chimie organique. Un sommet avec son étiquette représente
un atome de la molécule. L'étiquette contient certaines propriétés chimiques d'un

atome:
- son type;
- sa stéréochimie;

- sa charge;

1. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 8 de la partie I de cette these pour une presentation des

graphes étiquetés
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CouH Het
] { |
C H T 4A !irll
l [T I l | |
AX 7B 8 1B AN 3A ST 6|A T
[ l’lll FTHET T RTT
Mg Ca Mn Fe Cu Li No KTI Al Pb Sn Si NP AsQO S SeTeF C Br |

F1G. 5.2 - Hiérarchie des types atomiques

- sa fonctionnalité;
- P’effet inducteur qu’il subit;
- leffet mésomere auquel il est soumnis.

De méme une aréte avec son étiquette représente une liaison de la molécule. L'éti-
quette comprend certaines caractéristiques chimiques d'une liaison :

I’aromaticité de la liaison;
- I'ordre de la liaison;

— la stéréochimie de la liaison.

Nous allons détailler chacune de ces propriétés pour les atomes et les liaisons.

5.2.1 Etiquette des sommets
Type d’un atome

Le type d’un atome est un élément de la hiérarchie présentée en figure 5.2. Cette
classification reprend en partie celle de Mendeleiev ( pour les halogénes, les alcalins, les
atomes du groupe IIla . ..) mais permet aussi de faire la distinction entre les métaux
et les métalloides ou encore entre les carbones/hydrogénes et les hétéroatomes.

Stéréochimie d’un atome

La stéréochimie d’un atome est un élément de la hiérarchie donnée en figure 5.3.
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config-a
sans-stereo-a RouS

/N

F1G. 5.3 - Hiérarchie des stéréochimies d’un atome.

charge-a
sans-charge + -

Fi1G. 5.4 - Hiérarchie des charges atomiques.

Charge d’un atome

La charge d’un atome est un élément de la hiérarchie donnée en figure 5.4.

Fonctionnalité d’un atome

La fonctionnalité d’un atome est un booléen qui est vrai si I’atome est un carbone
et 5'il est fonctionnel. Un carbone est fonctionnel si 'une au moins des deux conditions
suivantes est remplie:

- 1] est relié & un hétéroatome.

- il est relié & un autre atome par une liaison d’ordre strictement supérieur a 1.

Effets électroniques

Un carbone est soumis a4 un effet inducteur si I'un des environnements donne
en figure 5.5 est inclus dans son environnement structurel. Par exemple en utilisant
le premier élément positif on voit que si 'atome de carbone est relié a un oxygene
chargé négativement alors il sera soumis a un effet inducteur positif. L’effet inducteur
est un élément de la hiérarchie donnée en figure 5.6.
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Effet positif Effet néganf
- +
c—o C—N C— CN
c—Cc—o0 C—S§ C— SO2Ar
|| +.° Cc—C— OH
0 C—/N_ .
R 0
s 0
C—C&R
R 0 C—F
% I c—cl
C—sSiT c—s—C C—Br
|l c—I
0 C—0—Ar
C—O0—C cC—C—O0—¢C
c—C—=C I
0
o C—Ar
C—SH cC—C=cC
C—OCH C—CF3
C—C=cC C—CX3

R est un carbone ou un hydrogéne
Ar désigne un cycle aromatique

FI1G. 5.5 - Effets inducteurs pour les carbones les plus a gauche.

effet inducteur

I

pas d’effet + -

F1G. 5.6 - Hiérarchie des effets inducteurs.
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Effet posttif Effet négatif
c—s . c—o—C c——T\/O C—'ﬁ—R
R c—s—R
C—C=N O
C—N—C—C C—Br ||
|l c—I C—C—O0—R C—5—C
B O c—cql | 1
C—0—C—C c— ° 0
: et 0
0 | R 1
o c—-IsI-—o—c
C—N==0 0

R est un carbone ou un hydrogéne
Fi1G. 5.7 - Effets mésoméres pour les carbones les plus a gauche
effet mésomere
pas d’effet + -
FiG. 5.8 - Hiérarchie des effets mésomeéres.
De méme nous dirons qu’un carbone subit un effet mésomeére si I'un des envi-

ronnements donné en figure 5.7 est inclus dans son environnement structurel. L'effet
mésomere est un élément de la hiérarchie donnée en figure 5.8.

5.2.2 Etiquette des arétes

Aromaticité d’une liaison

L’aromaticité d’une liaison est un booléen qui est vrai si la liaison est aromatique,

et faux sinon.
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config-1
sans stéréo-1 EouZ

E yA
F1G. 5.9 - Hiérarchie des stéréochimies d’une liaison.

Stéréochimie d’une liaison

La stéréochimie d’une liaison est un élément de la hiérarchie donnée en figure 5.9.

Ordre d’une liaison

L’ordre d’une liaison est 1 si la liaison est simple, 2 si elle est double, et 3 si elle

est triple.

5.3 Problémes liés 4 la modélisation

Dans cette section nous allons expliquer pourquoi nous avons introduit les ef-
fets électroniques dans la modélisation des molécules. C'est, & notre connaissance, la
premiére fois que ces effets sont pris en compte lors de la comparaison de molécules.

Les systémes d’apprentissage imposent, le plus souvent, deux conditions sur les

généralisations:
1. qu’elles représentent une information sensée du domaine d’application;

2. qu'elles s’organisent selon la relation de généralisation-spécialisation (relation
= des chapitres précédents) en un réseau comportant peu de contradictions.
Clest-a-dire qu'il faut éviter, autant que possible, qu'une régle en faveur d’un
concept soit plus générale qu’un régle de tendance inverse et vice et versa.

Si 'on n’y prend pas garde, il est trés facile de ne pas vérifier ces deux conditions
en chimie organique. Prenons I’exemple de deux composés trés répandus: les éthers
et les esters (cf. figure 5.10). Si |'on ne tient pas compte des effets électroniques nous
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C—0—C C—O0—C

ether ester

Fi1G. 5.10 - Un éther et un ester

liaison facile & créer liaison trés difficile 4 créer
\ C ¥ C
c—C— P< C——C—P
I ~c C
0
Phosphore attracteur Phosphore donneur

Fic. 5.11 - Atome attracteur et atome donneur.

trouverons qu’un éther est plus général qu'un ester. Cela signifie pour le systeme
d’apprentissage, d’une certaine maniére, qu'un ester possede les propriétés chimiques
d’un éther. Or c’est totalement faux en chimie organique car ces deux composés ont
des comportements extrémement différents. En aucune fagon un ester n’est un éther
particulier. Donc, il ne doit pas étre possible d’établir une quelconque relation de
généralisation-spécialisation entre ces composés.

L'introduction des effets électroniques permet de résoudre en grande partie ce
probléme. D’apres la figure 5.5, les carbones de I'éther subissent un effet inducteur
négatif alors que le carbone de gauche de I'ester ne subit aucun effet. Si I'on tient
compte des effets, c’est-a-dire si I'on interdit I’appariement de deux atomes n’ayant
pas les mémes effets, alors on ne pourra plus établir de lien entre un éther et un ester.

Par ailleurs, les effets électroniques ont une influence sur le caractére stratégique
des liaisons. Considérons les deux molécules de la figure 5.11. Il est treés facile de créer
la liaison carbone-carbone de la molécule de gauche, alors qu'il est trés difficile de
créer la méme liaison de la molécule de droite. Cela s’explique par la présence d’un
phosphore attracteur dans la molécule de gauche, alors qu'il est donneur pour celle
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de droite. L'environnement du phosphore modifie ’environnement électronique des
carbones. Ceux reliés & un phosphore attracteur vont avoir tendance a perdre leur
électrons, tandis que ceux relié & un phosphore donneur auront plutét tendance A les
conserver.

Par conséquent en utilisant les effets électroniques lors de la modélisation des
molécules, nous nous sommes interdit de trouver une quelconque relation de géné-
ralisation entre certaines molécules et nous avons aussi introduit une connaissance
supplémentaire du domaine pouvant nous aider & caractériser une liaison stratégique.

5.4 Meécanisme de généralisation

La généralisation est le mécanisme qui permet d’extraire des caractéristiques com-
munes 4 deux exemples. Elle correspond & la fonction MATCH que nous avons définie
dans le chapitre précédent. C'est une tache délicate qui requiert & la fois des heuris-
tiques et une grande quantité de connaissances. Notons que pour notre probleme la
recherche de généralisations entre deux liaisons et leur environnement s’apparente a
la recherche de ressemblances entre les environnements, autrement dit 3 la recherche
de similitudes entre molécules. Nous avons ici décidé que ces genéralisations seraient
maximalement spécifiques, c’est-a-dire telles que le fait de leur rajouter un atome
ou une liaison fasse qu’elles ne seront pas plus générales qu’au moins une des deux
molécules.

Ce mécanisme peut étre réalisé par réécriture des descriptions des différents exemples
Jjusqu’a ce qu’elles soient semblables. Afin d’effectuer ces réécritures, on a besoin d’une
grande quantité d'informations sémantiques traduites sous forme de régles ou de hié-
rarchies. Cette méthode ne peut malheureusement pas étre utilisée avec des molécules
représentées a l'aide de graphes étiquetés, car elle entrainerait beaucoup trop de cal-
culs. Deux solutions sont alors possibles: on tente de résoudre ce probléme en uti-
lisant momentanément une représentation attribut-valeur des données, ou on utilise
un autre algorithme manipulant uniquement des données symboliques et structurées.

De nombreuses tentatives utilisant la premiére approche ont été faites. Certains
systemes comme ORAC ou REACCS, pour ne citer que les plus célébres?, proposent

2. Le lecteur particulitrement intéressé par ce type de méthodes pourra consulter le livre de
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des calculs de ressemblance entre deux molécules basés sur des criteres numériques.
La méthode généralement employée utilise environ 1400 attributs pour décrire une
molécule. Ces attributs sont par exemple: le nombre d’atomes de carbone, d’oxygene
etc..., ou encore le nombre de cycles de taille 6. Elle attribue a chacun de ces attributs
un poids. Puis elle calcule la similarité en utilisant un coefficient particulier [Grethe
and Moock, 1990] {Moock et al., 1988]. Donc & partir d'une représentation attribut-
valeur des molécules elle définit une similarité numérique, qui est fournie sous la
forme d’un pourcentage. Elle ne précise & aucun moment pourquoi il y a similarité
et il est impossible de reconstituer une représentation structurelle & partir de cette
méthode. De plus, a partir des résultats numériques le chimiste n’est pas capable de
dire pourquoi les deux molécules se ressemblent. Nous ne pouvions donc pas utiliser
de telles méthodes.

Nous nous sommes donc tournés vers la seconde approche. Ainsi, nous avons choisi
une méthode structurelle basée sur la recherche de sous-graphes partiels communs
maximaux?® (au sens de I'inclusion). Certains travaux ont déja éte entrepris dans
cette direction, mais leur propos est plutot la recherche des plus grands sous-graphes
communs® [Varkony et al., 1979; Bayada et al., 1992). Notre choix a été motivé apres
de nombreuses discussions avec les experts. Prendre les sous-graphes communs maxi-
maux semble étre un bon choix puisqu’il recouvre les autres (on peut retrouver les
plus grandes sous-graphes communs) et aussi parce que c’est 'approche habituelle
en apprentissage. Mais cette approche est beaucoup plus complexe et difficile que
la précédente, car le probléme A résoudre est de nature exponentielle. Nous allons
détailler dans la suite les notions que nous venons d’employer et les algorithmes que
nous avons utilisés.

Par ailleurs, I’'une des originalités de notre approche, du point de vue de la chi-
mie, est |'introduction d’un mécanisme de généralisation des étiquettes. Habituel-
lement ces derniéres sont utilisées afin de ne pas obtenir certaines généralisations
non-pertinentes. En chimie organique, on peut, par exemple, refuser une général-
sation qui associe un brome avec un carbone. Pour ce faire les méthodes classiques
imposent que les types des atomes soient respectés (c’est-a-dire égaux). Pour les deux

Johnson et Maggiora [Johnson and Maggiora, 1990] qu propose de nombreux algorithmes de calculs

numériques de similarité entre molécules.
3. Cette notion est détaillée un peu plus lon.
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et C/c—c

Sous-graphes communs maximaux sans utiliser la hiérarchie des types atomiques :

C
C—C
o

Sous-graphes communs maximaux en utilisant la hiérarchie des types atormiques :

C-
~Cc—C et C—C—C—X

F1G. 5.12 - Sous-graphes communs mazimauz avec et sans utlisation de la hiérarchie

des types atomiques.

premiéres molécules de la figure 5.12, ces méthodes ne fournirons qu’une seule res-
semblance. Du point de vue chimique ce renseignement n’est pas suffisant. On peut
en effet considérer que les molécules ont d’autres caractéristiques communes. Pour
un chimiste la ressemblance est plutdt exprimée par les deux ressemblances du bas
de la figure 5.12.

On obtient ce type de résultat en utilisant la taxonomie du type des atomes,
qui exprime que le chlore et le brome sont tous deux des halogénes (représentés
par un X dans la figure), autrement dit nous généralisons le chlore et le brome en
halogéne. La détermination de telles taxonomies, a été faite afin de prendre en compte
de nombreuses propriétés chimiques des molécules comme nous l'avons montré dans
la deuxieme section de ce chapitre, mais aussi pour fournir des ressemblances plus
pertinentes que celles habituellement trouveées.

La figure 5.13 montre deux exemples réels de généralisation. Dans cette figure *
représente un carbone fonctionnel, M! un metalloide; les effets électroniques ne sont
pas mentionnés mais ils sont pris en compte.

L:a mise en oeuvre d’un tel mécanisme est relativement complexe, car pour pouvoir
généraliser les étiquettes 1l faut connaitre toutes les correspondances entre les sommets
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Gl1 G2

2 sgpc appariés maximaux appanant ensemble les arétes en gras:

a est apparié avec a’ a est apparié avec b’
b est apparié avec b’ b est appanié avec a’
Si S2

F1G. 5.14 - Deuz exemples de sgpc appariés manimeuz.

du sous-graphe partiel commun maximal et les deux graphes des exemples.
Nous allons détailler dans la suite les notions que nous avens employées et la
algorithmes que nous avons utilises.

5.4.1 Sous-graphes partiels communs maximaux connexes

Définition 52 Soient G, et Gy deuz graphes, le triplet (S,my, ma) ot:
« S est un graphe;
» m; un morphisme wnyectif de S dans Gy,

« my un morphisme myectsf de S dans G».
est appelé sous-graphe partiel commun apparié de G, et G. S est un sous-
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graphe partiel commun, sgpc en abrégé, de G, et G.

Si S est connexe on parle de sous-graphe partiel connexe commun.
Nous donnons, seulement 2 titre indicatif, la définition de plus grand sous-graphe
partiel car nous avons précédemment employe ce terme.

Définition 53 Sotent G, et G, deuz graphes, (S,m;,my) un sgpc apparié et f une
fonction de «tailles (cette fonction peut par exemple retourner le nombre de sommets
du graphes), s'il n'eziste pas d’autres sgpc S' verfiant f(S') > f(S), alors S est un
plus grand sous-graphe partiel commun.

Définition 54 Soient G, et Gy deux graphes, et (S,my, me) un sgpc apparié, on dit
que:

. (S,m,,m;) apparie un sommet z, de G| avec un sommet 1 de Gy st et
seulement s'il existe un sommet s de S vérifiant m,(zs) = z; et mo(zs) = 2.

« (S,m1,m,) apparie une aréte e, de G, avec une aréte e; de G st et seule-
ment sl emste deuz sommets Ts et ys tels que {mi(zs),mi(ys)} = e et

{ma(zs), m2(ys)} = e2.

Ces notions vont nous permettre de définir un sgpc apparié maximal. De maniére
intuitive, un sgpc apparié (S,m;, mp) est maximal s'il n’existe pas un autre sgpc
apparié (S',m}, m5) tel que S soit isomorphe & un sous-graphe partiel de S’ et tel
que 'appariement de n’importe quel sommet de G, par (S,m,,m3) soit identique a
’appariement de ce sommet par (S’, m{, m5). Nous proposons la définition suivante:

Définition 55 Soient G; et Gy deuz graphes, et (S,m;,my) un sgpc apparié avec
S = (Xs, Es). (S, m;, mp) est mazimal s1 et seulement s: quelque soit le sgpc apparié
(8, m}, mb) différent de (S, m1,my) il n'emste pas de morphisme mgectif f de S dans
S' vérifiant:
Vz € X5 : my(z) = mi(f(z)) et ma(z) = my(f(z))
Cette définition de la maximalité est trées importante pour la suite de Pexposé.

Notons que S peut étre isomorphe a un sous-graphe de S’ et étre maximal. Nous
illustrons cela a partir de la figure 5.14. Dans cette figure, S1 est isomorphe & un
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sous-graphe de §2. Mais S1 est maximal car S1 apparie a avec a' alors que S2

apparie a avec b'.

Proposition 11 Soient G, et G, deuz graphes, un sgpc apparié (S,my, my) est
connexe st et seulement st le graphe S est conneze.

Cette proposition est trés importante car il existe toujours un nombre exponentiel
de sgpc maximaux appariés de deux graphes G) = (X, B1) et Gy = (X2, Ep), si
l'on ne tient pas compte de la connexité. Pour montrer cela, considérons un sous-
ensemble Y; quelconque de sommets de G;, un sous-ensemble Y, de sommets de
G, de méme cardinal et une bijection f de Y; dans Y,. Construisons un graphe S
ayant comme ensemble de sommets Y; et un ensemble d’aréte E tel que (a,b) € E
si (a,b) € E) et (f(a), f(b)) € Ez. S est un sous-graphe partiel de G, et de G,
c’est donc un sgpc de G, et G2. Soit k& = man(|Xa|,|X2l), st S a k sommets alors
S est nécessairement maximal. De cela nous pouvons déduire qu'il existe au moins
autant de sgpc maximaux appariés que de bijections dans un ensemble de k sommets,
c’est-a-dire k!. Par ailleurs, la plupart de ces sgpc maximaux appariés n'ont aucun
intérét car ils contiennent de nombreux sommets isolés. L'introduction de la connexité
va permettre de diminuer considérablement le nombre de sgpc maximaux appariés
possibles et éviter d’en obtenir systématiquement un nombre exponentiel.

A partir des sgpc maximaux connexes appariés de deux graphes, nous pouvons
proposer un premier mécanisme de généralisation pour deux exemples. Pour tenir
compte des étiquettes, nous allons utiliser les deux fonctions booléennes présentées
dans le chapitre 8 de la partie I, c’est-a-dire og{(z,y) qui détermine la compatibilité
des étiquettes des sommets = et y, et ag(e, f) qui détermine celle des étiquettes
des arétes e et f. Comme nous les utilisons pour mettre en oeuvre le mécanisme de
geénéralisation, nous avons ajouté a leur nom I'indice ¢.

Définition 56 Soient deuzr ezemples e, = (G1, 1) et ez = (G2, 1), un sgpc marimal
conneze apparié (S = (Xs, Es),my, mg) de G, et G2 appariant [, avec l; prend en
compte les étiquettes des sommets et des arétes si les les propriétés suwantes
sont vérifides:

+ VI € X5 : og(m(z), ma(z)) est vrar

- ¥{z,y} € Es : ag({m(z), m(y)}, {ma(a), ma(y)}) est vrar
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Pour trouver ’ensemble des généralisations de deux exemples, il faut tout d’abord
résoudre le probléme d’énumération ci-dessous et ensuite introduire la généralisation

des étiquettes.

Sgpccm-apparié(G; ’ ll: G?g 121 G, aG) '

Données: G, et G, sont deux graphes étiquetés, [; est une arete désignee
de Gy, l; est une aréte désignée de G.

Question: Quel est 1’ensemble des sous-graphes partiels connexes, maxi-
maux, communs et appariés & G; et Gz qui apparient /; avec l; en tenant
compte des étiquettes?

5.4.2 Algorithme de résolution de Sgpccm-apparié

Dans un premier temps, nous ne considérerons ni I’appariement des arétes dési-
gnées ni la connexité. Nous verrons par la suite qu'il est trés simple d’introduire ces
deux notions.

A partir des deux graphes étiquetés, nous allons construire un graphe semblable au
graphe produit de ces graphes, puis nous montrerons que notre probléme s’apparente
a la recherche de cliques maximales particuliéres de ce graphe.

Définition 57 Soient og une fonction déterminant la compatibilité entre deux éti-
quettes de sommets, ag une fonction déterminant la compatibilité entre deuz éti-
quettes d’arétes, Gy = (X, By, etqs, etqa) et Gy = (Xa, Eq, etqg, etqs) deux graphes
étiquetés. On appelle graphe de compatibilité de G, et G, le quadruplet (X¢, Ec, 06, 0g)
ou:

« Xo est le sous-ensemble du produit cartésien de X, par Xo tel que: (z1,z3) €
Xc ssix) € X1,20 € Xy et 0g(x),T2) est vra.

 {{z1,22), (y1,%2)} € Bc ssi i # 1 et T2 F# 4.
Une aréte {(z1, T2), (Y1, 2) } telle que {z1, 11} € By et {z2, 42} € Ep et ag({z1, 11}, {22, ¥2})
soit vraz, est appelée aréte forte. Les autres arétes sont dites faibles.

Proposition 12 Soit C = (X¢, Ec, 0, a) le graphe de compatibilité de deuz graphes
G, et Gq, alors & toute clique mamimale! de C correspond un sous-graphe partiel

4. Une clique est maximale si elle n'est pas incluse dans une autre clique.
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commun mazmal apparié de G, et G et réciproguement.

La preuve de cette proposition ne pose pas de probléme particulier. Nous allons
seulement expliquer comment & partir d’une clique on peut retrouver le sgpc de G
et G et les morphismes injectifs. Considérons :

~ Ki = {{z11,%21), .-, (16, T2)} une clique maximale de taille k;

— X5 'ensemble des sommets de Kj;

— Y, le sous-ensemble de sommets de G, tel que y € Y] & 3(y,22) € Xs;

— Y, le sous-ensemble de sommets de G tel que y € Y3 & 3(z1:,y) € X;

— m, une fonction de X dans Y; telle que m; ((z1, Tx)) = Z1i;

— mg une fonction de X dans Y; telle que ma({(z, Za2i)) = Zai;

— D'ensemble Egs des arétes fortes de Kj;

— le graphe S = (X, Es)
On montre facilement que les fonctions m; et my sont des morphismes injectifs res-
pectivement de S dans G et de S dans Ga.

La proposition précédente n’impose pas la connexité du sgpc maximal apparié.
On pourrait énumérer tous les sgpc maximaux appariés, puis déterminer tous ceux
qui apparient ensemble les deux arétes désignées et qui sont connexes. Cette méthode
n’est pas envisageable car, comme nous I’avons vu précédemment, il existe un nombre
exponentiel de sgpc maximaux appariés si I'on n'impose pas la connexité. Pour ré-
soudre Sgpccm-apparié, il faut énumérer uniquement les sgpc appariés qui présentent
de I'intérét {cad ceux qui sont connexes). Pour parvenir a ce résultat nous présentons,
dans la section suivante, I’algorithme d’énumération de cliques maximales considéré
comme le meilleur & ce jour. Ensuite nous expliquerons les modifications qu’il faut
apporter a cet algorithme pour qu’il n’énumeére que les cliques qui nous intéressent.
Nous insistons sur le fait que nous ne proposons en aucun cas d’appliquer directement
I'algorithme qui va suivre sur le graphe de compatibilite.

Algorithme de recherche de cliques maximales

Le probléme de I'énumération de toutes les cliques maximales d’'un graphe se
rencontre fréquemment en pratique dans des domaines trés variés et de nombreux
algorithmes pour le résoudre ont été proposés [Bron and Kerbosh, 1973; Gerhards
and Lindenberg, 1979; McGregor, 1982; Balas and Yu, 1986]. Nous avons choisi
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d’implémenter 1'algorithme de Bron et Kerbosh [Bron and Kerbosh, 1973] parce
qu’il est considéré dans [Gerhards and Lindenberg, 1979] comme I’algorithme le
plus efficace. De plus, il est simple & implémenter et assez facile & modifier pour
qu’il ne produise que les cliques vérifiant certaines conditions [Balas and Yu, 1986;
Kuhl, 1984].

L’algorithme proposé par Bron et Kerbosh est essentiellement un algorithme de
type «branch and bound» basé sur une recherche ordonnée en profondeur d’abord. A
chaque étape de ’algorithme, trois ensembles de sommets sont définis:

1. COMPSUB: contient les sommets qui font partie de la clique courante.

2. CANDIDATES : contient les sommets qui peuvent étre sélectionnés et ajoutés
dans COM PSU B afin d’augmenter la taille de la clique courante. Bien entendu,
un sommet z; ne peut appartenir &8 CANDIDATES que s’il est relié & tous
les sommets de COMPSUB

3. NOT': contient les sommets qui sont connectés a tous les éléments de COMPSUB
et qui sont apparus dans des cliques précédemment découvertes et qui (pour
éviter les répétitions) ne doivent pas apparaitre dans la clique courante. Cet en-
semble permet d’éviter de trouver plusieurs fois les mémes cliques ou d’énumérer

toutes celles qui ne sont pas maximales.

Un élément de CANDIDATES est supprimé de cet ensemble s’il est introduit
dans COMPSUB, ou s'il n'est pas voisin de la derniére valeur introduite dans
COMPSUB. Un élément disparait de NOT si on introduit dans COMPSUB un
élément qui n'est pas un de ses voisins.

L’algorithme procéde par extension successive de la clique courante jusqu’a ce
qu’elle soit maximale. Pour augmenter la taille de la clique courante, il choisit un
sommet de CANDIDATES et 'ajoute a la clique courante. Si, a un moment donné,
CANDIDATES et NOT sont vides alors COM PSU B est une clique maximale. Par
contre, si un élément de NOT est connecté & tous les éléments de CANDIDATES
alors il est impossible de trouver une nouvelle clique maximale et la voie courante est
abandonnée. En effet si un élément de NOT est relié a tous les candidats possibles,
alors toute clique obtenue 4 l'aide des ces candidats et de la clique courante n'est pas
maximale, puisque si on lui rajoute I’élément de NOT, on aura une nouvelle clique.
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Cette remarque est trés importante car elle permet de réaliser de nombreuses «coupes»
dans l’espace de recherche. C’est I’aspect «branch-and-bound» de la méthode.

Algorithme 48 Algorithme de recherche des cliques maximales de Bron et
Kerbosh.

RECHERCHERCLIQUESMAXIMALES(i C, K, NOT)
/* C représente I'ensemble CANDIDATES */
/* K correspond 4 COMPSUB */
/* T'(z) est I'ensemble des voisins de = */
si C = @ alors
| si NOT = @& alors AFFICHERCLIQUEMAXIMALE(K)
s1non
z + CHOISIRCANDIDAT(C, NOT) /* z est le candidat distingué */
C+ C-{z}
RECHERCHERCLIQUESMAXIMALES(C NI'(z), K U {z}, NOT NT(z))
NOT + NOT u {z}
tant que z n'est pas relié & tous les éléments de C faire
y + CANDIDATNONRELIE(C, z)
C+ C—{y}
RECHERCHERCLIQUESMAXIMALES(C N T'(y), K U {y}, NOT nT(y))
NOT « NOTu {y}

L'efficacité de 1’algorithme dépend de I’ordre selon lequel les sommets sont sélec-
tionnés. Si I'on arrive le plus tot possible dans la recherche & avoir dans NOT un
élément relié & tous les sommets de CANDIDATES, alors on évitera une énuméra-
tion coliteuse et inutile de nombreuses cliques non maximales. Supposons que chaque
élément de NOT posséde un compteur indiquant le nombre de candidats avec lesquels
il n’est pas connecté. Si un compteur vaut 0 alors la situation que nous recherchons
est atteinte. L’introduction dans NOT d’un sommet provoque la décrémentation du
compteur des éléments de NOT qui ne sont pas reliés avec lui. Remarquons qu’un
compteur n’est jamais décrémente de plus de 1 a chaque fois qu’un élément est ajouté
dans NOT. Distinguons un sommet £ de NOT. Si nous sélectionnons successivement
comme candidats tous les sommets de CANDIDATES non reliés &  nous décré-
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menterons & chaque fois le compteur de z et aucun autre sommet de NOT ne verra
son compteur atteindre 0 plus rapidement que celui de z. Par conséquent si ’on dis-
tingue dans NOT I’élément ayant le plus petit compteur, alors nous serons assuré
d’atteindre le plus rapidement possible la situation recherchée.

L’algorithme 48 résume tous les principes que nous venons d’énoncer. Au pre-
mier appel CANDIDATES doit contenir tous les sommets du graphe, alors que
COMPSUB et NOT doivent étre vides. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de
représenter explicitement le graphe de compatibilité en mémoire. On peut se conten-
ter de mémoriser uniquement son ensemble de sommets et de recalculer & chaque fois
que l'on en a besoin I'ensemble des voisins d’un sommet.

Nous allons maintenant adapter cette algorithme afin qu’il tienne compte de 'ap-
pariement forcé de deux liaisons et pour qu'il ne cherche que des cliques maximales
correspondant a des sspc connexes maximales et appariés.

Adaptation de ’algorithme de Bron et Kerbosh a Sgpccm-apparié

La prise en compte de ’appariement forcé des deux arétes désignees se fait faci-
lement en modifiant I’appel initial de I’algorithme de Bron et Kerbosh. Considérons
que ) = {u;,n} et lo = {u,,v,} sont les deux arétes que 'on doit nécessairement
apparier. Il existe seulement deux possibilités: soit u; est apparié avec u, et v; avec
vg, S0it u, est apparié avec v, et v; avec uy. Bien entendu, il faut aussi tenir compte
des étiquettes des sommets et des arétes. Pour trouver les cliques maximales im-
pliquant ces deux possibilités, il suffit d’appeler deux fois la fonction de recherche
de cliques maximales en modifiant I'initialisation des ensembles CANDIDATES et
COMPSUB. Choisissons une maniére d’apparier les deux arétes, par exemple u;
avec ug et v, avec vg, on définit alors les ensembles CANDIDATES et COMPSUB
de la facon suivante (X ¢ désigne 1'ensemble des sommets du graphe de compatibilité) :

- CANDIDATES « Xc N T((u1,u2)) N T((v1, %))

- COMPSUB « {{{w, u2), (v1,v2))}

Par contre, si I’on impose que les sous-graphes partiels recherches solent connexes,
cela entraine une modification directe de l'algorithme de Bron et Kerbosh (cf algo-
rithme 49). Rappelons que les arétes du sgpc maximal apparié correspondant a la
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Algorithme 49 Algorithme de recherche des sgpc maximaux connexes et
appariés.

RECHERCHERCLIQUESMAXIMALES(i F,C, K, NOT)
/* C représente I'ensemble CANDIDATES */
/* F représente 'ensemble STRONGCANDIDATES */
/* K correspond 4 COMPSUB */
/* T{z) est 'ensemble des voisins de T */
/* T fort(z) est Yensemble des voisins forts de = */

si F = & alors
| si NOT = @ alors AFFICHERCLIQUEMAXIMALE(K)
sinon

T + CHOISIRCANDIDATFORT(F, NOT)

nvF « (FNT(z)) U(CNTfore(T))

C + C—{x}

F « F - {zx}

RECHERCHERCLIQUESMAXIMALES(nvF, CNT(z), K U {z}, NOT NT'(z))
NOT + NOT U {z}

tant que z n’est pas reli€ & tous les éléments de C faire

y + CANDIDATNONRELIE(F, )

nvF « (FNT(y)) U(C N Tronely))

FeF-{y}

C+ C—{y}

RECHERCHERCLIQUESMAXIMALES(nvF,C NT'(y), KU {y}, NOT NT(y))
NOT « NOT v {y}
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clique sont déterminées par les arétes fortes de la clique. Aussi pour garantir la
connexité du sgpc apparié il suffit simplement de choisir, & chaque étape de I'al-
gorithme, un sommet relié¢ par une aréte forte & au moins un sommet de la clique
courante. Pour réaliser cela, nous avons introduit un nouvel ensemble de candidats:
STRONGCANDIDATES. Un sommet est inséré dans STRONGCANDIDATES
s'il appartient 8 CANDIDATES et g'il est relié par une aréte forte au dernier candi-
dat sélectionné. Un sommet est supprimé de STRONGCANDIDATES s'il disparait
de CANDIDATES

Fonctions de compatibilité

Nous avons précédemment mentionné les fonctions o¢ et ag, nous allons les de-
tailler pour notre application. Ces fonctions permettent de modéliser de nombreux
problémes en chimie. Leur détermination est trés importante et doit étre faite avec
le plus grand soin car elles agissent directement sur le mécanisme de généralisation.

Apreés de nombreux essais nous avons fait les choix suivants:

oc(z,y) est vrai si toutes les conditions suivantes sont vérifiées, sinon elle est
fausse (etqs(z) représente 1'étiquette d'un sommet z):

- le type atomique de etgs(z) et le type atomique de etgs(y) ont un ancétre

commun,;
— etqs(z) et etgs(y) ont la méme fonctionnalité;

— etgs{z) et etqs(y) subissent le méme effet inducteur ou I'un des deux subit un
effet et I’autre est soumis a un effet inducteur indéterminé (effet-inducteur dans

la hiérarchie);

- etgs(z) et etqs(y) subissent le méme effet mésomere ou I'un des deux subit un
effet et I’autre est soumis a un effet mésomeére indéterminé (effet-mésomere dans

la hiérarchie).

ac(e, f) est vrai si les deux étiquettes ont le méme ordre et la méme aromaticite,

sinon elle est fausse.
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5.4.3 Introduction d’un mécanisme de généralisation des éti-

quettes
Généralisation des étiquettes des sommets

La généralisation des étiquettes s; et sp de deux sommets est une étiquette s,

dont les caractéristiques sont définies comme suit

- le type de s, est I'ancétre commun le plus spécifique® du type de s; et de celn
de s, dans la hiérarchie des types atomiques;

— la stéréochimie de s, est ’ancétre commun le plus spécifique 5 de la stéréochimie
de s, et de celle de s, dans la hiérarchie des stéréochimies atomiques;

la charge de s, est I'ancétre commun le plus spécifique ® de la charge de s; et
de celle de s, dans la hiérarchie des charges atomiques;

la fonctionnalité de s, est celle de sy;

— P'effet inducteur de s, est I'ancetre commun le plus spécifique ® de leffet induc-
teur de s, et de celui de s, dans la hiérarchie des effets inducteurs;

- Deffet mésomere de s, est 'ancétre commun le plus spécifique 5 de 'effet méso-
mere de s; et de celui de s, dans la hiérarchie des effets mésomeres.

Cette définition est cohérente avec celle de la fonction og.

Généralisation des étiquettes des arétes

La généralisation des étiquettes a, et a; de deux arétes est une étiquette a, définie

par:
- I'aromaticité de a, est celle de a,;
— Pordre de a, est celui de a;;

- la stéréochimie de a, est I’ancétre commun le plus spécifique ° de la stéréochimie
de a, et de celle de a; dans la hiérarchie des stéréochimies des liaisons;

Cette fonction est cohérente avec celle de la fonction ag.

5. La structure de la hiérarchie nous assure I'existence d’au plus un ancétre le plus spécifique.
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5.4.4 Algorithme de recherche des généralisations de deux

exemples

Soient deux exemples e, = (G1,41) et ez = (G2,12), les généralisations entre e; et
e, sont obtenues a partir des sgpc connexes maximales appariés de G, et G, appariant
I, avec l; et tenant compte des étiquettes, et des généralisations des étiquettes des
sommets et des arétes de Gy et Ga. Plus précisément, on calcule les généralisations
entre e; et e A l'aide de I’algorithme sutvant:

1. On détermine la liste LGC des sgpc connexes maximales appariés de G; et G2
appariant [, avec [ et tenant compte des étiquettes.

2. Pour chaque élément (S, m1,ms) de la liste LGC on étiquette les sommets et
les arétes de S de la fagon suivante:

. un sommet z de S est étiqueté par la généralisation des étiquettes des
sommets my(z) de Gy et ma(z) de Go;

. une aréte {z,y} de S est étiquetée par la généralisation des étiquettes
des arétes {m,(z),mi(y)} de Gy et {ma(z), m2(y)} de G2
On mémorise ensuite le couple (S, ls) dans une liste LG. g est l'aréte {z,y} de
S telle que {ma(z),m(¥)} = h et {ma(z),m2(y)} = b, autrement dit Is est
Paréte de S ayant «appariés l; avec lp.

3. On ne conserve dans LG que les généralisations les plus spécifiques.

5.5 Relation d’appariement

La relation d’appariement (A) permet de spécifier quelles descriptions sont les
généralisations de tels ou tels exemples. Nous avons vu, dans le chapitre 3, que A
induit un ordre partiel sur le langage de généralisation (relation >). 11 est possible
de mettre en oeuvre ces deux relations en se dotant d'un seul mécanisme permettant
de comparer deux descriptions. Ces deux descriptions peuvent représenter soit deux
généralisations (cf. section précédente), soit une généralisation et un exemple. Pour
une description d et une généralisation g, on aura d = g si et seulement si I'une des

deux conditions suivantes est vérifiée:
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« d est un exemple et A(d, g) est vrai;
. d est une généralisation et d > g.
Pour notre probléme, nous avons la définition suivante:

Définition 58 Soient deuz descriptions (S,Is) et (G, lg) avec G = (Xg, Eg, elgs, etqa)
et lc = {lg,,lc,}, 0 une fonction de compalibilité entre étiquettes de sommets et o
une fonction de compatibilité entre étiquettes d’arétes, alors
(8,15) = (G,lg) si et seulement s’il existe un morphisme injectif m de G dans S
vérifiant :

 {m(lg,),m(lg,)} = ls (appariement de lc avec ls);

«Vg € X¢ : o(g,m(g)) est vras (prise en compte des étiquettes des sommets);

«¥{91,9:} € Eg : ({1, 92}, {m(g:1), m(g2)}) est vra: (prise en compte des éti-
quettes des arétes);

Etant donné deux éléments e, et e; appartenant & une hiérarchie quelconque d'une
étiquette, pour simplifier notre exposé, nous dirons que e; est reconnu par e; si ez est
égal A e; ou bien si e; est un ancétre de e;.

5.5.1 Compatibilité entre étiquettes de sommets

Apres des nombreux essais nous avons décidé qu’une étiquette s, d’un sommet z;
serait plus générale qu’une étiquette s, d’un sommet z,, autrement dit que o(z,, Z2)
est vrai, si et seulement si les conditions suivantes sont simultanément vérifiées:

le type atomique de s, est reconnu par celui de s,.
- la stéréochimie de s; est reconnue par celle de s;.
- la charge de s, est reconnue par celle de s,.
- §; et s7 ont la méme fonctionnalité.
- D'effet inducteur de s; est reconnu par l'effet inducteur de ss;

- D'effet mésomere de s, est reconnu par |'effet mésomere de s,.

Toutes les conditions énoncées ci-dessus sont cohérentes avec la géneralisation des
étiquettes des sommets.
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5.5.2 Compatibilité entre étiquette des arétes

L’étiquette a, d’une aréte e, est plus générale que ’étiquette a; d’une aréte e;
(ceqer, €2) est vrai) si et seulement si les conditions suivantes sont simultanément
vérifiées:

- a; et ap ont la méme aromaticité.

- @y et az ont le méme ordre.

— la stéréochimie de a, est reconnue par la stéréochimie de as.

Toutes les conditions énoncées ci-dessus sont cohérentes avec la généralisation des
étiquettes des sommets.

5.5.3 Modélisation de la relation d’appariement par un reé-

seau de contraintes

Nous avons consacré la partie I de cette thése au probleme de 'isomorphisme
de sous-graphe partiel. Pour résoudre ce probléme, nous avons proposé d’utiliser
des réseaux de contraintes. Ici, nous devons introduire I’appariement entre les deux
arétes des descriptions. Supposons que 1’on recherche si la description (G, lg), avec
G = (X, Eq) et lg = {le,,le,}, est plus générale que la description (5, is), avec
S = (Xs, Bs) et ls = {Is,,!s,},en tenant compte des étiquettes grice aux fonctions
o et a, données par l'utilisateur (ce peut étre les fonctions o et o précédemment
exposées). Répondre 3 cette question est équivalent a rechercher une solution dans le

réseau de contraintes suivant:
R = (Xg, D,C) ou:

- X est 'ensemble des sommets de G.

~ Le domaine de chaque variable g € X¢ — {lg,,lc,} est constitue par I’ensemble
des sommets de S — {ls,,ls,} dont le degré est supérieur ou égal & celui de g.

- Le domaine de lg, (respectivement lg,) est constitué par les variables de {ls,, !5, }
dont le degré est supérieur ou égal a celui de g, (respectivement lg,)
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~ A chaque variable correspond une contrainte unaire définie par la fonction o':
Cy(s) = a(9, ).

- A chaque aréte {i,j} #lg de G correspond une contrainte binaire C;; telle que
Ci;{(a,b) est vrai si et seulement si {a,b} € Es et {a, b} # s et ({3, 7}, {a,b})

est vral.

~ 11 existe une contrainte Cig ig, définie par:
Cloylc, (Isir 152} = Ciayio, s 1s1) = al{ley, les ) {5,115}

- 1] existe une contrainte de différence impliquant tous les sommets de X¢:
TousDIFFERENTS(X¢).

Nous aurions aussi pu modéliser les deux graphes par des graphes bipartis n’ayant
plus d’arétes étiquetées comme ceci est expliqué dans le chapitre 8 de la partie I

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une modélisation possible du probleme de
I'apprentissage des liaisons strategiques en chime organique. Nous avons expliqué
comment nous avons construit ’ensemble d’apprentissage en montrant les particula-
rités, peu courantes, de notre probleme: des classes déséquilibrées, une classe siire et
une autre incertaine. Puis, nous avons montré comment les connaissances du domaine
d’application ont été prises en compte. Notamment, nous avons introduit les effets
électroniques dans la modélisation. Ensuite, nous avons détaillé la mise en‘oeuvre du
mécanisme de généralisation. Nous avons utilisé un algorithme de recherche de cliques
maximales pour I'implémenter. Enfin, nous avons présenté la relation d’appanement
qui nous a ramené, momentanément, aux problémes de satisfaction de contraintes. La
modélisation que nous avons proposée nous semble extrémement souple puisqu’elie
est essentiellement basée sur 4 fonctions de compatibilités reposant sur des hiérarchies
données de maniére déclarative.

Maintenant, nous sommes en mesure d’étudier les résultats fournis par le systéme.
C’est I’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 6

Résultats

Ce chapitre présente et commente les résultats que nous avons obtenus pour le
probléme de la détermination des liaisons stratégiques en synthése organique.

Nous avons employé la méthode CNN décrite dans le chapitre 4 et suivi la modé-
lisation du probleme présentée dans le chapitre 5.

L'ensemble d’apprentissage que nous avons considéré contient 694 liaisons avec
leur environnement structurel. 91 exemples sont positifs et 603 négatifs. Les exemples
ont été obtenus & partir des 75 produits formés par des réactions et donnés en annexe.

Nous rappelons que pour régler le systeme d’apprentissage, I'utilisateur doit seule-
ment introduire deux valeurs: le seuil de chaque classe, ainsi que le seuil a, fixé ici &
5%. Toute régle ayant un taux d'erreur supérieur & ce seuil sera rejetée. Nous avons
choisi un seuil égal & 0,76 pour la classe des exemples positifs et un seuil égal a 0 pour
la classe des exemples négatifs. Ce dernier signifie que I'on ne veut pas apprendre de
régles en faveur de la classe des exemples négatifs, ce qui est justifié par le fait que les
exemples classés négatifs, pourraient étre positifs si I’'on disposait de plus de données
(cf chapitre 5). Notons que pour faire apparaitre une régle en faveur de la classe des
négatifs, il faut porter cette valeur & 0,25. Cela fait apparaitre de trés nombreuses
régles et le systéme se trompe systématiquement pour les exemples positifs. La valeur
tres élevée du seuil de la classe des exemples positifs mérite une explication. Ce seuil
a été optimisé en fonction des résultats obtenus. La valeur retenue montre que pour
un probléme comme le nétre, c’est-a-dire avec des classes trés désequilibrées, on est
prét & retenir des régles pouvant avoir une borne supérieure du taux d’erreur tres
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élevée. La valeur 0,76 permet d’autoriser une régle vérifiée 4 fois et contredite 1 fois
(sa borne supérieure du taux d’erreur vaut 0,752 avec & = 0,05). Une telle valeur
permet donc d’accepter des régles qui sont peu vérifiées.

D’apres les seuils que nous avons choisis, tout exemple qui n’est pas classé comme
étant positif est considéré comme négatif. Le systéme ne s’abstient donc jamais.

Pour valider nos résultats nous avons utilisé la méthode du <jack-knife» (cf. pa-
ragraphe 3.1).

Avant de détailler les résultats nous pouvons donner quelques informations. Le
nombre de ressemblances différentes engendrées par la comparaison deux & deux des
ressemblances est d’environ 12 000. Le nombre moyen de ressemblances entre deux
exemples est donc 0,05.

72 heures de temps cpu (avec une SPARC 2) ont été nécessaires pour mener 2

bien I’apprentissage®.

6.1 Reclassement des exemples

Le systéme reclasse correctement les exemples positifs dans 80% des cas (73 sur
91). Pour un produit formeé, il retrouve au moins une des liaisons creées par une
synthése dans 80 % des cas (60 sur 75). Le systéme ne classe positif que 9 exemples
négatifs. Pour la classe des exemples négatifs, il ne fait donc que 1,5 % d’erreur.

Au total, le systéme reclasse donc correctement 96 % des exemples (667 sur 694).
Ce résultat est bien meilleur que celui que nous avions obtenus avec une méthode
plus proche de ANNA [Régin, 1995].

Les résultats obtenus, en terme de classement, sont donc excellents.

6.2 Regles produites

Les figures 6.1, 6.2, 6.3 et 6.4 montrent les régles apprises par le systéme. Dans
toutes ces figures, la liaison stratégique est représentée en gras. Il y en a 24. Ce nombre

1. Si le programme était entiérement réécrit, on pourrait obtenir un temps de I'ordre d’une dizaine

d’heures.
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est un peu élevé, mais bien souvent ces régles ont une pertinence chimique:
- les régles 1 et 10 correspondent a une aldolisation;
- la régle 2 A une réaction sur les cétones;
— les régles 3, 9 et 15 & une addition de Michael;
— les régles 4 et 7 a l'alkylation d’un ester;
— les régles 11, 12, 16, 17, 18 et 19 & l'alkylation d’une cétone.

Les autres régles, c’est-a-dire les régles 5, 6, 8, 13, 14, 20, 21, 22, 23 et 24 sont
trop abstraites. Donc 14 régles représentent une certaine connaissance pour un expert
de la synthése organique. Et le systéme a retrouvé 5 grandes réactions chimiques. Ce
résultat est donc plus que satisfaisant.

On remarque cependant qu'il pourrait étre intéressant de combiner les régles pour
essayer de réduire leur nombre. Ainsi la réaction d’alkylation d’une cétone est repré-
sentée par 6 régles, ce qui est trop, d’autant plus que ces régles sont proches.

6.3 Un inconvénient

Aprés une étude approfondie de ces résultats nous avons mis en évidence un pro-
bléeme di au domaine d’application. La figure 6.5 en est une illustration. La régle
proposée dans cette figure a une réelle pertinence chimique pour caractériser une liai-
son stratégique. Les deux liaisons présentées sont deux exemples positifs de I'ensemble
d’apprentissage qui sont classés comme étant négatif par le systéme. Une telle régle ne
peut pas, en I'état actuel du systéme étre apprise. Pour s’en convaincre, nous allons
montrer qu’elle caractérise, pour le systéme, une liaison non stratégique, & cause de
sa symeétrie.

Par rapport & la molécule de gauche, si ’on apparie a sur o', la régle de la figure
6.5 reconnait un exemple positif. Or, comme cette régle est symétrique, elle reconnait
aussi automatiquement un exemple négatif (appariement de a sur ). Par conséquent
le nombre d’exemples positifs qu'elle reconnait ne peut pas étre supérieur au nombre
d’exemples négatifs qu’elle reconnait. De plus, avec la molécule de droite, on se rend
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FI1G. 6.4 - Environnement structural en faveur du caractére stratégique d’une double

ltaison entre deux carbones.
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FIG. 6.5 - Problémes dus a la symétrie des régles.
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compte que la régle va reconnaitre plus d’exemples négatifs que d’exemples positifs
(appariement de a sur b” et ¢” pour les négatifs et de a sur a” pour les positifs). Cette
régle ne peut donc pas étre en faveur du caractére stratégique de la liaison.

Nous n'avons pas trouvé de réponse satisfaisante a ce probléme pour l'instant.

6.4 Conclusion

Le systeme obtient d’excellents résultats pour reclasser les exemples de I’ensemble
d’apprentissage. Les régles qu’il fournit ont une pertinence chimique certaine.

Il faudrait maintenant étudier son comportement avec un ensemble d’apprentis-
sage beaucoup plus important (& condition que les temps de calcul ne soit pas trop
importants), et trouver une réponse au probléme de la symétrie des regles.
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Chapitre 7
Conclusion

Dans cette partie nous avons présenté une méthode d’apprentissage pour déter-
miner les liaisons stratégiques des molécules en synthése organique. Cette méthode,
nommée CNN, a de trés bonnes performances non seulement pour des problémes
tests mais aussi pour le probléme mentionné ci-dessus. En effet, le systeme que nous
avons développé reclasse correctement 96% des liaisons de 'ensemble d’apprentissage
et fournit des régles ayant une réelle pertinence chimique.

Par ailleurs nous avons montré l'intérét de I'introduction des effets électroniques
auxquels les atomes sont soumis dans la modélisation des molécules.

Nous avons également proposé une approche intéressante pour rechercher les sous-
graphes partiels communs maximaux et connexes de deux graphes. Cette méthode
s’appuie sur [’algorithme performant de recherche de cliques maximales de Bron et
Kerbosh.

Plusieurs perspectives se dégagent de ce travail.

1l faudrait essayer d’utiliser ce systéme sur un plus grand nombre d’exemples, voir
méme sur une base de données toute entiere a condition, bien sur, que les temps de
calcul ne solent pas trop longs.

Il pourrait étre également intéressant de tester les capacités de notre systéme pour
d’autres problémes réels.

Enfin, on doit pouvoir utiliser 1'algorithme de Bron et Kerbosh pour résoudre
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certains problémes de satisfaction partielle de contraintes.
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Annexe A

Ensemble d’apprentissage

L’ensemble d’apprentissage est obtenu a partir des 75 molécules des pages sui-
vantes. Toutes les liaisons entre deux carbones qui ne sont ni aromatiques, ni triples
sont des exemples. Leur environnement est constitué par le reste de la molécule. Les
exemples positifs sont la (ou les) liaison(s) créée(s) par une synthése et sont dessinées
en gras.

Quelques conventions ont été utilisées: les liaisons en pointillés représentent des
liaisons aromatiques; les carbones ne sont pas mentionnés sauf s’ils sont fonctionnels
et dans ce cas une étoile les représente.
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Annexe B

Le systeme RESYN



APPLICATION

RESYN: Objets et classification en
chimie organique

Philippe Vismara, Jean-Charles Régin, Joél Quinqueton*,
Claude Laurenco**, Michel Py***

LIRMM,
161 rue Ada,
F-34392 Montpellier Cedex 5 France

* and INRIA, BP 105, 78153 Le Chesnay Cedex
** and CCIPE, Monipellier.
*** now at SEXTANT, Paris.

résumé : Cet article présente le systéme RESYN, d'aide 3 la synthése en chimie organigue
industrielle. C'est le résultat de plusieurs années de collaboration entre chimistes et
informaticiens, depuis la premiére maquette du systéme jusqu'é la plateforme
d'expérimentation actuelle. Dans la structuration de la connaissance, nous avons suivi les
grandes lignes de la méthodologie KADS, plus précisément 3 couches du modéle
d'expertise de KADS. Aprés avoir présenté ce qu'est la synthése en chimie organique, nous
présenterons les bases du systéme. Puis nous décrirons les différents mécanismes
d'inférence, pour terminer par une spécification des tiches réalisées.

abstract : This paper presents the RESYN system, whose goal is computer aided synthesis
in organic chemistry. It is the result of a several years collaboration between chemisis
and computer scientists, from the first prototype of the system to the recent experimental
testbed. The knowledge is structured according the KADS model, more precisely according
the 3 layers of KADS expertise model. After a short presentation of what is organic
chemistry, we present the basis of the system. Then we present the various inference
mechanisms, and a specification of the iasks performed by the system. An example is
used to illustrate the description.

mois-clés : KADS, Classification, appariement, perception, cycles, graphes, chimie
organique

key words :KADS, Classification, pattern maiching, perception, cycles, graphs, organic
chemistry
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1. Introduction

La synthése chimique est le processus selon lequel une molécule donnée est
obtenue 2 partir de molécules plus simples, par I'application de réactions chimiques.
Si I'on considére que cette activité consiste pour un chimiste & manipuler des objets
(les molécules) avec des méthodes (les réactions), alors elle apparait assez
naturellement comme une forme de programmation par objets. On y retrouve les
notions habituelles de ce type de programmation (classe, instance, héritage,
exception), mais sous une forme spécifique.

L'intérét de réaliser un systéme d'aide & la résolution de problémes dans ce
domaine est donc double : d'une part, modéliser la connaissance de la chimie
organique, sous toutes ses facettes, et, d'autre part, enrichir les concepts de la
programmation par objets de ceux issus du domaine de la chimie. L'histoire des
sciences nous enseigne en effet que ce type de confrontation est toujours intéressante,
comme en témoigne I'exemple de la théorie des graphes, au développement de
laquelie les chimistes ont apporté une contribution significative.

Cet article présente le résultat de plusieurs années de travail, depuis la premitre
maquette du systéme [QUI 92] jusqu‘a la plateforme d'expérimentation actuelle. Dans
la structuration de la connaissance, nous avons suivi les grandes lignes de la
méthodologie KADS, plus précisément 3 couches du modéle d'expertise de KADS
[SCH 93).

Aprés avoir présenté ce qu'est la synthése en chimie organique, nous présenterons
les modeles de base du syst2me. Puis nous décrirons les différents mécanismes
d'inférence, pour terminer par une spécification des tiches réalisées.

2. La synthése en Chimie Organique

Pour bien comprendre I'intérét de ce travail, une présentation des principes et
mécanismes de la synth&se organique est nécessaire.

2.I. Introduction

La synthése chimique consiste & préparer une molécule donnée & partir de ses
éléments constitutifs ou de molécules disponibles plus simples, au moyen de
réactions chimiques. C'est I'une des activités fondamentales du chimiste. Elle lui
permet d'obtenir des substances que la nature ne produit pas ou qu'elle ne produit
qu'en quantités insuffisantes pour satisfaire les besoins. Elle lui sert aussi dans le
développement et la validation de théories ou encore pour prouver I'exactitude de
structures proposées par l'analyse.

En chimie organique, la synthése d'un composé complexe, naturel ou congu pour
présenter des propriétés particulidres, est un probléme trés difficile qui ne sera résolu
qu'en enchalnant logiquement de nombreuses réactions [COR 89]. La réalisation
d'une telle synthese peut faire I'objet du travail d'une équipe de chimistes pendant
plusieurs années, voire de plusieurs équipes concurrentes lorsque I'intérét, la rareté et
la complexité de la molécule le justifient. Ainst, depuis une vingtaine d'années, plus
de 30 équipes ont travaillé & la syntheése du Taxol (figure 1), substance initialement
extraite de I'If du Pacifique et qui posséde des propriétés anticancéreuses
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remarquables. Sa premiére synthése totale, laquelle compte plus de 30 étapes, r'a été
achevée qu'en 1993 [HOL 94a, HCL 94b].

O i
=

figure 1. formule structurale! du Taxol

2.2. Résolution d'un probléeme de synthése

Une molécule organique est un objet chimique structuré tridimensionnel qui est
composé d'atomes joints par des liaisons. D'un point de vue trés réducteur, cet objet
comporte un squelette et une fonctionnalité. Le squelette, constitué principalement
d’enchainements - linéaires ou cycliques - de liaisons reliant des atomes de carbone,
définit F'architecture moléculaire. La fonctionnalité, localisée sur des liaisons
multiples et des liaisons incidentes & des atomes de type différent du carbone,
détermine les propriétés chimiques de la molécule. De ce point de vue, on dira que la
synthése vise & construire le squelette de la molécule en s'appuyant sur la
fonctionnalité.

Pour résoudre un probléme de synthase, il faut découvrir av moins un chemin de
synthése menant d'un état initial, constitué€ d'un ensemble de produits de départ, & un
état final, contenant Ia molécule souhaitée dite molécule cible. Ce chemin passe par
une suite d'états intermédiaires au cours desquels [a structure moléculaire se construit

lUne telie formule peut &tre vue comme un graphe représcntant une structure moléculaire, Les
sommets et les ardtes de ce graphe figurent respectivement les atomes et les liaisons et sont étiquetés
par des symboles indiquant leur type:

O = oxygene, N = azote, ..., / = liaison simple, // = Jisison double, == _ fisison simple située au-
dessus du plan moyen, .... Pour &tre plus lisible, la formule ne laisse pénéralement pas appamiire les
lubl;ls symbolisant les atomes de carbone (C) ni les atomes d'hydrogéne (H) li€s A des atomes de
carbone
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progressivement. La transition entre les états est assurée par des méthodes de
synthse, c'est-2-dire des réactions ou des suites de réactions susceptibles d'atteindre
un certain objectif (par exemple : création d'une liaison d'un type donné ou d'un
motif structural cyclique, établissement ou modification d'un groupement
fonctionnel, etc.). Ces méthodes ont un certain carectere de généralité puisqu'elles
s'appliquent & 1a classe des molécules qui contiennent I'objectif corresponrdant.

La complexité d'un tel probléme résulte tant de la faiblesse de l1a théorie de [a
chimie organique, laquelle est plus apte & expliquer les résuitats d'une réaction qu'a
les prédire, que de la taille considérable de son espace d'états, Par exemple, pour faire
ia synthése totale stricto sensu du Taxol, & partir de ses éléments constitutifs :
carbone, hydrogéne, oxygene et azote, il faudrait créer successivement les 119
liaisons de cette molécule, ce qui peut &tre envisagé de plus de 10'% fagons
différentes. Ceci explique que la recherche d'une solution se fasse sous le contrfle de
régles heuristiques, appelées stratégies de synthése, ¢t que le raisonnement du
chimiste soit principalement de nature analogique. La masse des connaissances
chimiques sur lesquelles on peut raisonner est trés grande : plus de 13 millions de
molécules, des millions de réactions particulieres et des dizaines de milliers de types
de réactions sont actuellement connus. Un autre facteur contribuant a la complexité
d'un probléme de synthése est Ja variabilité des crittres de jugement d'une solution en
fonction des motivations. Par exemple, une solution peut étre bonne du point de vue
académique, car innovante, mais sans intérét industriel, parce que trop cofiteuse.

En fait, 1a résolution d'un probléme de synthése se déroule en 2 phases. La
premitre est une étape de planification au cours de laquelle on élabore des hypotheses
pour &tablir un plan de synth2se. La seconde est une étape d'expérimentation dans
laquelle on essaie de réaliser ce plan. L'étape déterminante de ce processus est
évidemment la premidre car, quelles que soient ses qualités d'expérimentateur, un
chimiste ne réalisera jamais une bonne synthse en suivant un mauvais plan.

L'élaboration d'un plan de synthése repose sur une analyse détaillée des
caractéristiques de la molécule cible, effectuée principalement & partir de sa formule
structurale, et comporte 4 niveaux.

Le premier est politique, on y définit les objectifs globaux de la synthése tels que
la recherche ou non de l'innovation, du moindre cofit, I'emploi de certaines réactions,
etc.

Le deuxiéme est s!ratéfri:r‘{fe, on y définit et ordonne les objectifs structuraux
atteindre tels que la constniction d'un syst2éme polycyclique, d'une chaine, d'un
stéréogine, etc.

Le troisiéme est tactique, on y choisit les méthodes de synth&se convenables pour
atteindre les objectifs fixés. Ces méthodes doivent éire non seulement valides, c'est-
a-dire susceptibles d'atteindre ces objectifs, mais également pertinentes, c'est-A-dire ne
pas étre en compétition avec d’autres réactions?, pour conduire essentiellement au
produit attendu.

Le dernier est opérationnel, on y précise les conditions dans lesquelles seront
effectuées les réactions (solvants, catalyseurs, température, etc.).

2 Fréquemment, une molécule possdde plusicurs sites réactionnels susceptibles de réagir avec un
méme réactif. Dans ce cas, différentes réactions se produisent concurremment pour conduire A des
mélanges de gmduits dont les proportions dépendent de multiples facteurs, Une partie de Part de la
synthtse réside dans la capacité du chimiste A favoriser, par divers moyens, la réaction menant au
produit recherché.
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La cohérence du plan doit étre contr8lée et maintenue & chacun de ces niveaux.
Ceux-ci sont hiérarchisés, le politique étant le plus général et I'opérationnel le plus
spécifique, et les contraintes définies & un niveau donné se propagent aux niveaux
plus spécifiques. La démarche n'est pas linéaire, on peut étre obligé d'effectuer des
retours en arridre pour remettre en cause des choix faits 2 des niveaux supérieurs et
les impondérables sont si nombreux que 1'ordre final des étapes n'est souvent fixé que
lors de l'expérimentation.

Selon la maniére dont a été posé le probléme, les stratégies utilisées ou le niveau
auquel on se situe, 1'élaboration du plan de synthése s'effectue suivant différents
modes de raisonnement.

Le plus souvent, c'est un raisonnement analytique qui est suivi, l'espace du
probléme étant alors parcouru rétrosynthétiquement de la cible vers les produits de
départ. Ceci est naturel lorsqu'on cherche a synthétiser une molécule complexe et que
le choix de produits de départ n'est pas évident a priori. Dans ce cas, la structure de la
cible est la donnée la mieux définie du probléme et l'objectif 3 atteindre en priorité
est sa simplification.

Le raisonnement peut également &tre synthétique. Celui-ci est notamment
indispensable pour vérifier la pertinence des méthodes de synthese sélectionnées.

1l est possible aussi d'employer un mode de raisonnement bidirectionnel quand on
connait  la fois la cible et des produits de départ possibles .

La qualité d'un plan de synthese est difficile a évaluer. Elle est liée 2 la bridveté
du chemin, au choix judicieux des objectifs 2 atteindre et leur ordonnancement, choix
qui est rarement trivial, et au degré de contrle exercé sur Ie franchissement des
étapes par la sélection de réactions spécifiques.

2.3. Synthése assistée par ordinateur

L'1dée d'employer l'ordinateur en synth&se organique est apparue au début des
années 60. D2s cette époque, on a commencé & concevoir des systémes de gestion de
bases de données pour stocker et retrouver I'information sur les réactions connues.
Certains d'entre cux, aujourd’hui commercialisés et gérant des bases de données de
plusieurs centaines de milliers de réactions particuligres, sont devenus des outils
indispensables dans les laboratoires de synth2se [ZAS 90].

En 1963, Viéduts avait prédit I'émergence d'une autre classe de systémes qui,
pourvus de connaissances chimiques et de capacités de raisonnement, devaient aider
plus directement le chimiste 2 établir des plans de synthese [VLE 63]. Le premier de
ces systémes, dits de synthése assistée par ordinateur, réalisé par Corey et Wipke, a
&té déerit en 1969 [COR 69], aprés que Corey3 ait entrepris de codifier I'analyse
rétrosynthétique [COR 67). Depuis, de nombreux autres sysiémes ont été développés
mais peu d'entre eux ont atteint le stade opérationnel. Ces derniers ont &té passés en
revue récemment [OTT 92, BAD 92). Tous possédent une interface graphique afin de
communiquer avec l'utilisateur dans le langage des formules structurales. Certains
fonctionnent dans le sens rétrosynthétique pour rechercher des séquences de réactions
tandis que d'autres operent dans le sens synthétique pour prédire le résultat de telles
réactions. Quelques uns travaillent automatiquement mais la plupart sont interactifs
Ces différents systeémes ont €t congus selon 2 approches distinctes. La premiére est

3 Prix Nobel de chinue en 1990
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empirique. Faisant largement appel 2 la connaissance d'experts de la synthése, elle
nécessite la constitution et la mise A jour de bases de connaissances contenant la
description de nombreuses méthodes de synthse et de régles heuristiques. La seconde
est basée sur des modeles tendant A regrouper l'ensemble des réactions sous un petit
nombre de schémas, trés généraux, décrits a I'aide d'un formalisme mathématique.
N'employant pas - ou trés peu - de connaissance d'experts, elle repose sur le respect
des principes fondamentaux de la théorie structurale (valence, ...), sur des principes
heuristiques généraux (convergence des chemins, distance chimique minimale, ...) et
sur l'application de fonctions d'évaluation basées sur des propriétés physico-
chimiques (enthalpie, électronégativité, ...). Chaque approche possede son intérét et
ses limites mais, en pratique, celle qui a fourni les meilleurs résuitats jusqu'a présent
est 'approche empirique. Ainsi, LHASA, le programme développé selon cette
approche par I'équipe de Corey [COR 85), est-il capable de suggérer au chimiste des
solutions convenables & des problemes aussi complexes que celui de la synthése du
Taxol [ROZ 94].

2.4. Origine du projet RESYN

Contrairement aux systémes de gestion de bases de données sur les réactions, les
systtmes de synthse assistée par ordinateur ne se sont pas encore imposés au
chimiste comme des outils indispensables. Plusieurs raisons peuvent &tre avancées.
En premier lieu, malgré les recherches effectuées sur le sujet, la démarche suivie par
le chimiste au cours de la résolution des probl2mes de synthese reste mal comprise.
Les stratégies de synthése et les raisonnements par analogie utilisés sont des themes
A approfondir particulitrement. Par ailleurs, la plupart des systémes connus ne sont
que des prototypes aux performances relativement modestes. Ils sont difficiles
d'accs, peu conviviaux, fournissant de trop nombreuses solutions sans expliquer
leurs résultats. Enfin, concernant les systémes les plus performants, le point critique
est la constitution et la mise 2 jour de leur base de connaissances.

Dans le cas de LHASA, le meilleur systtme actuel, I'élément de connaissance
relatif aux méthodes de synthse présent dans sa base est la transformation. C'est la
description d'une méthode dans le sens rétrosynthétique, c'est-3-dire des produits vers
les réactifs (figure 2).
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figure 2. un exemple de réaction d'aldolisation (—») et la méthode
correspondante décrite rétrosynthétiquement (<)

Le syst2me dispose d'une base de connaissances contenant plus de 2000
transformations et environ 500 combinaisons tactiques de transformations. Pour une
molécule cible donnée, LHASA construit pas & pas - ou dans certains cas en
enchainant automatiquement plusieurs étapes - un arbre de solutions appelé arbre de
rétrosynthése, sous le contrble de Vutilisateur, lequel est responsable des choix
stratégiques et intervient dans I'évaluation des étapes. Partant d'une représentation du
graphe moléculaire de la cible, le programme génére celui de précurseurs possibles de
cette cible en appliquant les modifications spécifiées dans les transformations. Ces
précurseurs peuvent eux-mémes étre pris comme de nouvelles cibles et le processus
est réitéré jusqu'a rencontrer des structures connues ou suffisamment simples.

Représentée a I'aide du langage spécialisé CHMTRN, une transformation est un
programme ayant la structure générale indiquée a la figure 3. Un tel programme peut
comporter plusieurs dizaines d'instructions. Son é&criture et, plus encore, sa
modification exigent une connaissance de la programmation que ne possédent
généralement pas les experts de la synthése organique. Les enquétes structurales
menées dans I'environnement du rétron sont imprécises et difficiles 2 exprimer. De
plus, le manque de souplesse inhérent & ce type de langage ne facilite pas la prise en
compte de nouveaux concepts. Enfin, ne transformation ainsi décrite est difficile a
traduire automatiquement dans un autre mode de représentation, ce qui ne favorise pas
la réutilisation de la connaissance par d'autres systémes.

Ce modéle de la transformation est probablement trop complexe car il méle des
informations de types tres différents. Ainsi, certaines d'entre elles concernent des
aspects stratégiques tandis que d'autres servent au contrble de la pertinence de la
transformation. De plus, une partie des informations contenues dans la base de
connaissances peut étre redondante lorsqu'une méme situation se trouve décrite par
plusieurs transformations, lesquelles sont des éléments indépendants les uns des
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autres. Finalement, ce modéle tient pev compte du caractere trés structuré de l'univers
de la chimie organique alors qu'on peut mettre en évidence de nombreuses relations
d’ordre ou de composition entre ies concepts de cet univers [LAU 90].

nom mnémonique | Exemple : ALDOLISATION (figure 2)

commeniaires Références & des articles portant sur lintérét synthétique de la
bibliographiques | réaction.
score initial Nombre mesurant l'iniérét synthétique de la transformation.

Il varie au cours de l'application de celle-ci en fonction de
conditions structurales ou réactionnelles

rétron Sous-structure clé dont la présence dans la structure cible est
reguise pour que la transformation soit sélectionnée.

indications Exemple : Casse une liaison C-C

stratégiques et/ou

tactiques

enquéles De la forme si ... alors ..., elles testent l'environnement de

la sous-structure de la cible correspondant au descripteur et
fixent les limites d'application de la transformation ; elles
peuvent provoquer son rejet ou la modification de son score.
Exemple : Si un halogéne est li€ au carbone4 du rétron alors
la transformation n'est pas applicable.

conditions Peuvent abaisser le score lorsque la cible posséde des
réactionnelles groupements sensibles

Exemple : Conditions nucléophiles
manipulations Actions que le systéme doit effectuer pour engendrer les

précurseurs & partir du graphe de la cible
Exemple : Casser la liaison 2-3.

figure ). structure générale d'une transformation

La société ROUSSEL UCLAF, ayant constaté les insuffisances des différents
systemes de synthase assistée par ordinateur disponibles, a lancé un projet pour
étudier [a faisabilité d'un nouveau systtme répondant aux spécifications suivantes:

« pouvoir effectuer lanalyse rétrosynthétique d'une molécule cible, selon un mode
interactif ou automatique, en tenant compte de contraintes industrielles (coft,
sécurité, respect de l'environnement, etc.).

e @tre capable d'expliquer les solutions proposées.

+ @&tre congu A partir de la connaissance d'un expert reconnu du domaine, E.
TOROMANOFF.

« faciliter la révision et [a réutilisation de la connaissance

+ permettre I'expérimentation de différents modéles chumiques

» permettre d'explorer les possibilités de techniques d'intelligence artificielle plus
élaborées que les techniques déja employées dans le domaine.
Compte tenu de ces spécifications, il était logique de penser & la représentation

par objels et au raisonnement par classification. C'est sur la base de ces principes

qu'a été congu et réalisé le prototype RESYN [QUI 91, dans le cadre d'une
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collaboration entre le LIRMM, FRAMENTEC COGNITECH et ROUSSEL

UCLAF.
Cet article présente les principaux résultats et les prolongements de ce travail.

eta

el

heteroat:gm'e'
I11A-atone

ato

metalloide
\ M.
IVA-atone
\ N
electrg-attractew
datome
luor
hosphore
VA-atone arsenic

Comﬁydrogene
carbone

figure 4. les classes d'atomes dans RESYN. Cette figure reproduit le graphe
d'héritage tel qu'il est visualisé dans le systéme V3.

3. La connaissance du systtme RESYN

La connaissance de RESYN se répartit en 4 sous-domaines : les concepls
élémentaires, les structures, les méthodes de synthese et les heuristiques.
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3.1. Les concepts élémentaires

Un syst2me tel que RESYN doit avoir, en premier lieu, une certaine connaissance
des objets chimiques élémentaires que sont les atomes et les liaisons.

Les objets appartenant A la classe des atomes sont les plus simples du domaine,
Ils possédent différents attributs tels qu'un symbole atomique, une masse atomique,
une valence, etc.... La classe des atomes se subdivise en plusieurs sous-classes selon
les différents types atomiques.

Un atome réel sera instance d'une classe représentant une case du tableau de
Mendeléev. Un atome générique sera instance d'une classe plus abstraite, représentant
un sous ensemble de la classification périodique. Ces classes d'atomes génériques ne
sont pas disjointes, comme cela apparait sur la figure 4.

On définit de méme les notions de ligison réelle et de liaison générique. Les
classes de liaisons sont données sur la figure 5. La propriété principale de la classe
des liaisons est de relier deux atomes.

liaison-aromatique Ces objets permettent de
définir des structures
beta moléculaires génériques,

/ composées  d'atomes
alpha génériques et de liaisons
liaisor{'-"'_ génériques.
\liaison-triple
i :mi 3.2. Les structures

liaison~double

En chimie organique, la
connaissance se définit
essentiellement en termes de
structures moléculaires et de
Figure 5. les classes de liaisons dans RESYN relations entre elles. Une

structure moléculaire définit en
intension ia classe de toutes

liaison—-simple

les molécules réelies contenant cette structure.

Une struciure moléculaire est composée d'atomes et de liaisons. Elle permet de
représenter une molécule, mais aussi des fragments de celle-ci, comme les chaines,
les cycles, les stéréogenes, elc....

La structure la plus élaborée est la molécule, comme par exemple la molécule de
taxol représentée sur la figure 1, ou bien l'acide chrysanthémique ou I'alcool de
patchouli, représentés sur la figure 6, qui nous serviront par la suite d'exemples pour
illustrer le fonctionnement de RESYN. Ses différentes caractéristiques (chaines, liens,
stéréochimie, cycles) sont autant de points de vue selon lesquels RESYN peut la
considérer. Ces caractéristiques doivent &tre pergues par le systéme.
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I'acide chrysanthémique
I'alcool de patchouli

Figure 6. Exemples de molécules représentées selon les conventions habisuelles
des chimistes, telles qu'elles ont été énoncées sur le figure 1.

3.3. Les méthodes de synthése

Une méthode de synthése, du point de vue du chimiste, est une réaction ou une
suite de réactions qui permet d'atteindre un objectif, Les connaissances que posséde
un chimiste sur les réactions ne sont pas toutes de méme niveau. Elles sont
hiérarchisées selon différents ordres (généralité, intérét, etc....). Actuellement,
RESYN ne prend en compte qu'un niveau de représentation des réactions, celui qui est
le plus utile pour I'analyse rétrosynthétique. Lorsqu'une méthode est constituée par
une suite de réactions — c'est par la connaissance de telles suites, notamment, que s¢
distinguent les experts de la synth2se — elle peut étre d'une part généralisée et d'autre
part contractée par élimination des étapes intermédiaires.
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figure 7. Notion d'objectif d'une transformation, illustré sur l'exemple de la
réaction d'aldolisation.

En fait, dans le domaine de RESYN, le concept de méthode de synthése est
exprimé A l'aide de 3 concepts : transformation, objectif et contexte.

Le mode de raisonnement de RESYN étant analytique, il faut considérer les
méthodes selon le sens rétrosynthétique. En comparant le produit de réaction avec
T'ensemble des réactifs, on isole les parties structurales qui ont subi une modification
(comme cela est montré sur la figure 7). La sous structure modifiée qui appartient au
produit est l'objectif atteint par la transformation. On nomme transformation
T'opérateur qui décrit l'ensemble des actions a effectuer sur T'objectif pour passer du
produit aux réactifs (casser une liaison, ajouter un atome, etc....). Un objectif peut
&tre la référence de plusieurs transformations mats une transformation n'a qu'un seul
objectif de référence.

C'est en appariant ['objectif d'une méthode avec une sous structure identique
présente dans la molécule cible et en appliquant & celte sous structure la
transformation correspondante, que le systéme engendre des précurseurs de cette cible.

Une population d'objets chimiques peut s'organiser selon diverses relations
conceptuelles établies entre ces objets [DUB 75]. C'est une relation de
généralisation-spécialisation qui organise I'ensemble des objectifs dans la base de
connaissances de RESYN. Au niveau le plus élevé se situent les objectifs
€lémentaires (ou primitifs). Ce sont ceux qui ne comportent qu'une seule liaison et
dont la présence dans la molécule cible est recherchée en premier lieu par RESYN.
Les objectifs des autres niveaux sont des objectifs spécialisés, lesquels sont référence
de transformations modifiant plusicurs liaisons. Un objectif donné est inclus,
éventuellement plusieurs fois, dans les objectifs de niveaux inférieurs avec lesquels il
est en relation.
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La notion de restriction sur les opérateurs est introduite & l'aide du concept de
contexte. Un contexte est, comme un objectif, une structure moléculaire. Si
Pobjectif définit la sous-structure minimale nécessairement présente dans la molécule
cible pour que V'application d'une transformation donnée soit valide, le contexte
définit 'environnement structural dans lequel se situe objectif et indique si cette
application est pertinente4. Un contexte défavorable a I'application d'une
transformation correspond 2 un cas connu d'exception  I'emploi de 1a méthode de

synthése.
OLLCLOLH —OLLCPLOLH4LR

¢
o c/
ouu/l e “hoLe \
OI.CLCLC/ “lcl"-“*'*ﬁ
] OLLCALOLHeCLOLCLLE
xte— 0

b

o
conte: CLI.‘LU.C\
\M TGl glcLecLdiLe
CLLCL
oue

Figure 8. Une partie du graphe d'héritage des contextes. La maniére dont sont
nommés les contextes a é1é décrite dans [LAU 90], et s‘inspire des méthodes
d'impression de listes partagées en LeLisp [CHA 91 ]

Un contexte est donc une structure moléculaire connue pour étre nécessaire,
favorable, défavorable ou interdite pour 1'application d'une transformation. Tout
contexte d'une transformation donnée contient (au sens de I'isomorphisme de sous
graphe) au moins I'objectif de cette transformation.

L'ensemble des contextes est également organisé selon une relation de
généralisation-spécialisation, comme le montre Ia figure 8. Certaines structures
peuvent étre 2 la fois un contexte et un objectif. En effet, un objectif est toujours un
contexte minimal, mais un contexte n'est pas toujours un objectif. De plus, un
contexte peut s'appliquer & plusieurs transformations en étant favorable aux unes et

4bien que la notion de pertinence chimique ne se réduise pas & un simple contexte.
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défavorable aux autres. C'est ainsi que cette organisation permet de factoriser la
connaissance.

3.4. Les heuristiques

RESYN emploie des heuristiques de différents types. Elles ont toutes un but
commun, qui est de chercher & réduire la combinatoire inhérente au probléme de la
construction d'un arbre de rétrosynthése.

Elles peuvent étre classées en trois groupes, selon le moment et [a nature de leur
intervention dans la construction de l'arbre :

»  heuristiques de perception
»  heuristiques de choix
«  heuristiques d'évaluation

Un premier groupe est constitué des régles utilisées au stade de la perception, par
exemple pour éliminer les redondances dues aux symétries, efc.... C'est donc un
ensemble de régles auquel le systéme fait appel avant le début de la construction de
I'arbre de rétrosynthese.

Les autres groupes de régles servent i contrbler le fonctionnement du systéme,
notamment pour ordonner les actions a entreprendre et les objectifs reconnus, ou
encore A &valuer les chemins engendrés, en prenant en compte une certaine esthétique
de la synthase : arbre bien balancé, concision des solutions, ...

3.5. Les différentes couches de connaissance

Partant du principe que la mise 2 plat et la représentation de I'expertise d'un
domaine de connaissance est un travail long et difficile, le projet européen KADS
[SCH 93, WIE 94} a proposé un schéma général d'organisation d'vun systeme 2 base
de connaissances destiné 3 permetire 2 une méme base de connaissances d'un domaine
d'expertise d'étre utilisée pour plusieurs types de résolutions de problémes.

Selon ce schéma, les €léments d'un systtme 2 base de connaissances peuvent étre
classés en 3 couches (figure 9), que lon s'efforce de rendre mutuellement
indépendantes, afin d'en permettre une réutilisation maximale.

tiche mise & jour, perception, construction du plan de synthése

inférence appariement, classification, déduction heuristigue, calcul des
bases de cycles

domaine transformations, contextes, objectifs, régles empiriques

figure 9. Le modéle d'expertise en couches de KADS.

Nous nous efforcerons dans cette présentation de montrer comment ce modale est
mis en oeuvre dans le systtme RESYN od un méme principe d'inférence, la
classification, permet, 2 partir d'une méme basc de connaissances, de réaliser
plusieurs tiches.
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3.6. Description du domaine d'expertise

La structuration précédente a été congue pour faciliter tant le raisonnement de
RESYN que les opérations de mise & jour de la connaissance.

Le langage utilisé pour représenter cette connaissance doit permettre
T'organisation hiérarchique de concepts, une certaine facilité de mise en oeuvre et de
révision de la connaissance, 1a mise en perspective de celle-ci selon différents points
de vue, l'acces 2 une base de données, un environnement de développement et
d'interfagage graphique...etc. Notre choix s'est porte sur le langage Y3 [DUC 90,
DUC 91a), 2 la fois parce qu'il répondait assez bien & nos spécifications que parce

que nous le connaissions bien [DUC 91b).
Les principaux composants de la base de connaissances de RESYN sont :
o Plusieurs vues d'un graphe moléculaire : les molécules, les topologies (l'une
éiant une forme éditable de l'autre, qui est plus efficace pour les appariements).

Des réseaux composés de sous-graphes : les objectifs, Ies contextes
Des opérateurs :
Des heuristiques de perception, de choix et d'évaluation.
Une base de produits de départ.

les transformations.

Le modéle de connaissance décrit ici a pour origine une étude de la représentation
de la connaissance en synthise organique dont les résultats ont ét€ décrits
précédemment [LAU 90].

La définition des structures a été abordée dans la description de a représentation
de connaissance du systtme RESYN, dans les paragraphes précédents.

Les transformations sont décrites cette fois par un modele plus simple que celui
de 1a figure 3. Il est présenté sur la figure 10.

nom mnémonique | Exemple : ALDOLISATION

intérét un nombre, représentant le méme type d'évaluation que le
score intitial du mod2le de la figure 3.

commentaires texte libre

référence objectif de la transformation

atomes 4 gjouter | des atomes

atomes & modifier | des atomes de l'objectif

liaisons a casser des liaisons de l'objectif

liaisons & modifier | des liaisons de l'objectif

liaisons & ajouter | des liaisons

calcul des méthode

précurseurs

figure 10. modele d'une transformation dans RESYN.

C'est essentiellement d'une description fonctionnelle de I'opérateur qui va réaliser
la transformation dans le systéme RESYN.

4, Les mécanismes d'inférence

Il s'agit ici de décrire les mécanismes génériques qui sont 2 la base des tiches
réalisées par RESYN. Le raisonnement dans RESYN se fait par classification. Cette
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classification s'effectue en parcourant un réseau de concepts organisés du plus général
au plus spécifique. Le but est de trouver les contextes, qui correspondent A des
situations chimiques, présents dans 1a molécule.

Les mécanismes d'inférence de RESYN sont donc :

e L'appariement de structures

« Laclassification

* Laperception
Ces mécanismes reposent sur les mécanismes standards d'inférence que Uon

trouve dans les langages 2 base de frames, dont fait partie Y3 : les réflexes. lls sont

de 3 typesen Y3:

¢ Les réflexes de calcul d'une valeur, déclenchés en cas d'absence de valeur d'un
attribut, en remontant la hiérarchie d'héritage du frame jusqu'a ce qu'une valeur
soit renvoyée. Ils sont repérés par la facette "si-besoin”.

e Les réflexes de contréle de la correction de la valeur d'un atiribut, gui sont
déclenchés lors de chaque tentative d'écriture d'une valeur de l'attribut, tous les
réflexes présents du haut en bas de la hiérarchie étant déclenchés. Iis sont repérés
par la facette “si-possible”.

 Les réflexes de propagation de contraintes de consistence, qui sont déclenchés
avant l'enlévement d'une valeur (en remontant la hiérarchie) et/ou apres I'ajout
d'une valeur (de haut en bas de la hiérarchie). Ils sont repérés par les facettes "si-
enleve” et "si-ajout”.

4.1, Mécanisme d'appariement

La recherche d'appariement peut &tre définie comme Ie calcul d'une relation de
généralisation-spécialisation entre objets qui tienne compte, non senlement, de la
représentation structurale des objets mais aussi des relations hiérarchiques existant
entre les objets comme, par exemple, la hiérarchie atomique.

D'un point de vue structurel cette relation est définie par la notion
d'isomorphisme de sous-graphe partiel. Un objet o; est plus général qu'un objet 0,
s1 0, contient un sous-graphe partiel qui est isomorphe & 0; . L'introduction de la
hiérarchie des types atomiques permet par ailleurs de prendre en considération
centaines connaissances du domaine.

Ainsi nous pouvons obtenir les résultats tels que celui représenté sur la figure
11.
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. Malheureusement
ce probléme est NP-

Complet méme pour
les graphes
Métallolde moléculaires. Nous

avons décidé de
représenter ce
probléme 2 l'aide d'un
réseau de contraintes

5 ‘/ N k
(CN), car la théorie
des CN constitue un
NH s cadre formel simple
(b} (c)

(a)

il

pour modéliser des
problémes complexes
et les résoudre

efficacement grice aux

figure 11. Exemple d'appariement de structures : (b) et nombreuses méthodes
(c) sont des cas particuliers de la structure (a) qui ont été
développées depuis

une vingtaine

d'années.

Un réseau de contraintes est défini par la donnée d'un ensemble de variables,
chacune associée 2 un domaine et par la donnée d'un ensemble de contraintes qui
mettent en relation ces variables et définissent I'ensemble des combinaisons de
valeurs satisfaisant la contrainte.

Rechercher l'existence d'un isomorphisme entre un graphe H et un sous-graphe
partiel d'un graphe G, correspond alors & la recherche d'une solution dans le CN
suivant :

e Tensemble des variables est 'ensemble des sommets de H;

« e domaine de chague variable x est constitué par I'ensemble des sommets de G
dont le degré est supérieur ou égal & celui de x et dont I'étiquette est compatible
avec celle de x;

« le réseau posséde autant de contraintes binaires que H a d'arétes et contient en
plus une contrainte n-aire. Pour chaque aréte (h;,h3) de H on définit une
contrainte binaire entre les variables h; et h du réseau, ol le couple de valeurs
(2:,82) est valide s'il existe une aréte (g 1-82) dans G et si cette aréte est
compatible avec (h,,h;). La contrainte n-aire exprime que les variables doivent
prendre des valeurs deux & deux différentes.

Cette modélisation est originale. Notamment, elle differe de celle proposée par
McGregor {MCG 79] par l'introduction d'une unique contrainte n-aire exprimant la
notion de différence entre sommets.

Pour rechercher une solution (ou toutes), dans le réseau précédemment construit,
nous avons combiné un algorithme de relaxation avec une procédure de backtrack.
Nous avons utilisé comme algorithme de relaxation la consistance d'arc pour les
contraintes binaires [BES 94, BES 95)et la consistance d'arc généralisée pour la
contrainte de différence [REG 94].
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4.2. Mécanisme de classification

Le processus de classification que nous avons employé est inspiré de celu de KL~
ONE[LIP 82]. Il se décompose en deux grandes étapes :
+ Recherche des subsumants les plus spécifiques (SPS).

« Recherche des subsumés les plus généraux (SPG).

La premitre étape correspond 2 un parcours en profondeur dans le graphe des
structures ordonnées par la relation de généralisation-spécialisation définie au
paragraphe précédent. On débute avec le sommet le plus général de ce graphe.
L'algorithme s'écrit :

Algorithme COMPARER(0,X)
sl O ne subsume pas X
alors (aucun descendant de O ne peut subsumer X}
retourner &
sinon (O est temporairement le subsumant le spécifique)
si O est une feuille
alors retourner (O]
sinon
SPS1:= 92
pour chague descendant D de O faire
ajouter COMPARER(D X} a SPS1
fait
si SPSI = &
alors (O est l'élément le plus spécifique)
retourner {O)
sinon retourner SPS1
fin si
fin si
fin si

On remarquera que seule une partic du graphe est explorée. Si & un instant donné
on atteint une structure O qui ne subsume pas X alors le sous-graphe des structures
subsumées par (plus spécifiques que) O n'est pas parcouru.
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(HLOLCLCLC)
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\

(OLLCpLOLHqLCLC)

figure 12. Classification d'une nouvelle structure X dans une partie du graphe des
contextes de la figure 8 : OLCLCLC subsume HLOLCLCLC et X, X ne subsume
pas HLOLCLCLC, mais un de ses descendants, OLLCpLOLHgLCLC.

La seconde étape du processus concerne la recherche des subsumés les plus
généraux. La connaissance des subsumants les plus spécifiques grice & la premidre
étape permet de focaliser notre recherche. En effet, comme la relation de
subsomption est transitive, il suffit de n'explorer que les descendants des SPS.
L'algorithme employé est donc similaire au précédent. I est aussi important de noter
que les SPG ne sont pas nécessairement les descendants immédiats des SPS.
L'exemple de la figure 12 met en évidence ce probléme.

4.3. Calcul des cycles pertinents

Une molécule est un objet composite regroupant des atomes et des liaisons. Pour
décrire une stratégie de synthese, il est souvent nécessaire de définir d'autres objets
composites & partir de sous-ensembles (pas nécessairement disjoints) des ensembles
d'atomes et d'arétes. De ces différents objets, les plus difficiles percevoir sont ceux
qui décrivent un cycle du graphe moléculaire, Parmi tous les cycles présents dans une
molécule, nous ne retenons quun ensemble de cycles jugés pertinents du peint de
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vue de Ia chimie. Rappelons due I'ensemble des cycles élémentaires d'un graphe non

orienté, possédant m arétes, permet d'engendrer un sous-espace vectoriel de (0,1)}™.
L'ensemble des cycles pertinents est alors défini par I'union des bases de cycles de
taille minimale {minimale au sens de la somme du nombre de sommets de chacun
des cycles composant la base).

Le nombre de cycles pertinents ainsi définis peut s'avérer exponentiel pour
certains graphes qui sont cependant tr2s exceptionnels en chimie organique.

Nous avons donc élaboré un algorithme polynomial permettant de détermer —
sans I'énumérer — l'ensemble des cycles pertinents. Cet algorithme repose sur la
détermination d'un ensemble de cycles pertinents prototypes, et a été décrit dans [VIS
95].

chaine

X

chaine
chaine

Flgure 13. Perception de la molécule d'alcool de patchouli et représentation
abstraite obtenue.

A partir de chague prototype on peut directement énumérer un ensemble de cycles
pertinents ou bien évaluer, en temps polynomial, le nombre de cycles gue I'on peut
dériver de chaque prototype. Les cycles prototypes sont déterminés de fagon a ce que
les ensembles de cycles associés aux divers prototypes constituent une partition de
I'ensemble des cycles pertinents.

Le résultat obtenu sur la molécule d'alcool de patchouli (figure 6) est montré sur
la figure 13.

4.4. Mécanismes de déclenchement des heuristiques
Il s'agit dans ce cas du mécanisme classique de déduction aprés unification de
l'objectif spécifique qui constitue la prémisse de la régle avec la molécule cible. Les

conclusions des régles indiquent I'application de transformations. Le role de ces
ragles sera illustré plus loin sur un exemple (figure 18).
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5. Les tiches dans RESYN

Deux types de tiches échoient au systéme RESYN, qui sont l'analyse de la
molécule cible, afin de produire le plan de synthése, et la mise 2 jour de la base de
connaissances. Nous allons montrer que ces deux familles de taches font appel aux
mécanismes génériques d'inférence montrés au paragraphe précédent.

5.1. L'analyse de la molécule cible

Le schéma général de fonctionnement de RESYN est donné sur la figure 14. Le
rdle de P'utilisateur dans cette boucle générale de controle sera détaillé plus loin.
cible

perce;tion @§———— précurseurs @—— ;alcul deirs
graphe abstrait transfor-
mations
régles de ordonnancement
. o, recherche d
stratégie des objectifs simples transfo rmat? ]
&:ho:x
recherche
choix d'objectifs contextes
spécifiques

/ recherche de
; : ;
objectifs spécifiques /’ contextes
Figure 14. Le schéma général de fonctionnement de RESYN

Par rapport au modéle en couches de KADS, nous sommes ici dans la couche
taches. Ce schéma de fonctionnement représente bien en effet la décomposition de la
tache “construire des plans de synthése" en sous tiches. Chacune de ces sous tiches
est basée sur un mécanisme d'inférence.

5.1.1. Perception de la molécule cible

La tche de perception est basée sur un mécanisme génénque de recherche des
cycles pertinents, c'est & dire de 'union des bases de cycles de taille minimale dans
un graphe, qui est ici 1a molécule cible.
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: : On obtient aprés cette étape
chaine chaine une représentation abstraite de la
LY ‘ molécule, en termes de cycles et
de chaines, c'est a dire de
composants de plus haut niveau
que les atomes ou les liaisons.
chaine La figure 15 visualise cette
représentation abstraite sur la
molécule d'acide
A chrysanthémique présentée sur la
‘ i figure 6, comme la figure 13 la
montrait sur l'alcool de
H H patchouli.

Cette représentation va étre 3
0\ la base de la mise en ocuvre de la

stratégie de synthese.

chaine

5.1.2. Choix stratégique et
0 tactique pour la synthése

La tiche de sélection d'une
regle de stratégie est basée sur un

Figure 15. Perception de la molécule d'acide mécanisme d'appariement de

chrysanthémique et représemtation abstraite graphes, ici l'objectif spécifique
obtenue. constituant les prémisses de la
régle et la molécule cible aprés
perception. La notion de
stratégie a été définie au paragraphe 2.2. Considérons ici deux exemples de stratégies.

Pour construire une molécule constituée de cycles et de chaines, on peut chercher
a construire chaque cycle ou chaine, puis & les assembler, ou bien a construire une
ébauche acyclique de 1a molécule et & fermer les cycles en fin de synthése. Dans le

cadre du raisonnement rétrosynthétique, la premidre stratégie consistera a casser les
liens chafne-cycle en premier, et la seconde 2 casser les cycles.

La tiche d'ordonnancement des objectifs simples (qui sont, par défaut, les liaisons
de la molécule cible) consiste & évaluer chacun par un ensemble de crittres
numériques résultant du choix de stratégie, et calculés sur la représentation abstraite
de la molécule produite par la perception.

Dans notre exemple, la premiére stratégie consistera 2 classer en premier les
liaisons qui sont des liens chaine-cycle, et la seconde A mettre en premier les liaisons
appartenant & des cycles.

L'intérét de I'étape de perception présentée au paragraphe précédent est de
permettre une formalisation de cette tache de choix stratégique sous la forme d'un
raisonnement par classification sur le graphe qui représente le résuitat de la
perception. En effet, une directive stratégique peut s'exprimer comme un opérateur
(conserver/transformer) portant sur un morceau pergu de la molécule-cible.

Dans notre exemple, sur un cycle pergu, la premidre stratégic dira "préserver” et
la seconde dira "transformer”.

A ce choix stratégique s'ajoute des considérations tactiques qui, par défaut,
ordonnent les objectifs simples par ordre de centralité dans la molécule-cible.
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5.1.3. Recherche d'un objectif

La tiche de recherche d'objectifs spécifiques & partir d'un objectif simple
sélectionné consiste 2 appliquer les mécanismes d'appariement et de classification
pour trouver, parmi les objectifs de transformation contenant I'objectif simple, tous
ceux qui sont contenus dans la molécule cible.

Mentionnons ici que c'est I'appariement de T'objectif dans la cible qui doit vérifier
cette propriété.

Cette tiche conditionne le choix de la transformation, en fournissant une liste de
transformations possibles. Parmi ces transformations, les contextes permettront de
déterminer les transformations permises.

Sur notre exemple de I'acide chrysanthémique, le premier objectif trouvé, qui
correspond au cycle triangulaire, a plusieurs maniéres de s'apparier avec le cycle
contenu dans la molécule.

5.1.4. Recherche d'un contexte

Nous avons vu, sur la figure 8, que les contextes étaient partiellement ordonnés
par la relation d'isomorphisme de sous-graphe. Un contexte peut donc avoir plusieurs
antécédents immédiats, et méme, pour chaque antécédent, plusieurs endomorphismes.

La tiche de recherche de contextes 2 partir des objectifs spécifiques sélectionnés,
consiste A rechercher les contextes les plus spécifiques contenus dans la molécule
cible.

Chaque contexte donne une liste de transformations permises ou interdites. La
recherche de transformations consiste alors a établir la liste des transformations
permises.

Remarque: ces deux derniéres tiches ne sont pas séparables.

§.2. Constitution et mise & jour de la base de connaissances
La Connaissance est constituée, 3 la base, par 'ensemble des transformations.

Classifier les structures miscs en jeu dans ces transformations a pour but, outre
I'analyse d'une molécule, de faciliter la mise 2 jour de la base de connaissances.
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Flgure 16. La molécule d'alcool de patchouli, telle qu'elle est visualisée par
l'éditeur de molécules.

5.2.1. Ajout d'une transformation

Lorsque 'on veut ajouter une transformation 2 la base, elle doit &tre repérée par
rapport aux structures présentes dans la base.

5.2.2. Ajout d'un objectif

L'objectif d'une transformation est, comme nous I'avons défini plus haut, la
sous-structure mise en jeu dans la transformation.

La tiche d'ajout d'un objectif se fait, une fois décritc la transformation, par
appariement et classification pour trouver I'ensemble des objectifs de transformations
contenus dans ['objectif ajouté.

5.2.3. Ajout d'un contexte

Les contextes d'une transformation sont, comme cela a été défini plus haut, les
structures contenant l'objectif de la transformation et dont la présence modifie le
comportement de la transformation.
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figure 17. Classification d'un nouveau contexte OLLCpLOgLCLC dans une
partie du graphe des contextes de la figure 8. Les contextes qui subsument ou
sont subsumés par le nouveau contexte sont en inverse vidéo.

La tiche d'ajout d'un contexte se fait, une fois décrite la transformation, par

appariement et classification pour trouver I'ensemble des contextes de
transformations contenus dans le contexte ajouté.

5.3. [Ktude de la conception d'un plan de synthése.
Examinons ie plan de synthése proposé par lc systéme RESYN
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Figure 18. Choix proposés pour la premiére étape du plan de synthése de l'acide
chrysanthémique.

La premidre étape du plan de synthése est présentée sur la figure 18. Elle illustre
bien les roles respectifs des objectifs et des régles heuristiques.

La transformation proposée par la régle (DC.1376 sur Ia figure) ne casse pas le
cycle

A=

Par contre, les transformations proposées par les objectifs cherche d'abord & casser
le cycle, comme par exemple la premidre d'entre clles:

N= =/
(DC.1448 sur la figure)
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C'est d'un précurseur de cette dernitre transformation que nous partons pour
proposer une deuxiéme étape possible du plan de synthese, présentée sur la figure 19.
On remarque cette fois que 1'un des précurseurs trouvés est un produit de départ.

>

Figure 19. Deuxiéme étape du plan proposé pour la synthése de
l'acide chrysanthémigue, & pariir de l'un des précurseurs trouvés. Le
produit de départ figure en inverse vidéo.

La transformation proposée est, comme I'une des précédentes, une transformation
générique, ol X désigne un halogéne quelconque (c'est a dire, d'aprs ia figure 4, un
atome d'iode, de chlore, de brome ou de fluor) :

(:} —_— /
(DC.1810 sur la figure)

Le produit de départ trouvé, qui est mis en évidence sur Ia figure sur [a figure 19,
représente une classe de produits, faciles 2 fabriquer, les mono-halogéno-méthanes :

- H><X
X . H H
, soit, en représentation compldte (avec les hydrog2nes),

6. Conclusion

Le travail sur le systtme RESYN s'est prolongé dans différentes directions,
notamment I'étude du raisonnement par cas [NAP 93], ou l'approfondissement du
r6le du raisonnement par classification, od nous avons bénéficié d'apports venant
d'autres travaux sur la synthése organique [NAP 94].
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